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著名的 法國物理學家 和數學家 安培 (A. M* Ampgre y 曾經給關於國務管理的科學取 
T 一個名字 1 控制論 ( CyberyietiguQ ) [安 培著：“論的哲學 ”( Easai aur la philo- 

sophie des sciences) 第二部， 1s 45 年，巴黎出版].■安 iff 企圖建立這樣一 R 政治科學的 
龐大計劃並沒有得到結果，而江，恐怕永遠也不會有結果.可是,在這些年代中，各國之間 
的戰爭却大大地促進了另一個科學部門的發展，這就是闕於 機械系統與電氣系統的控制 
龜操縱的科擧 .維綱 N* Wiener > 就借 用安培所創造的名稱“控制論”來稱呼這門新的 f 斗 

學，然而，這門科學却是對於現代 & 爭非常重要的,這眞是冇些諷刺意味的*維鈉的穿 
制論 (Cybernetics) [“控制論——關於動物體和機器的控制與聯系的科學 T Cyber Ketics， 

4 4 

or Control and Communication in the Animal and the Machine M John Wiley & 
Sons, Inc*, New York, 1948)] 是關於怎樣把 

•道円 新科學的一個非常突出的特點就是 色全; f 考盧能量， 
熱量和效率 等闵素 ，可是在其他各門自然科學 中這路 W 素却是十分重要的 • 控制論所討 

—個系統的各個不同部分之間的相互作用的定性性質，以及整個系統的 


總的運動狀態. 

: p 辱毕 呼寧的 H 的是研究控制論這門科學巾能够直接用在工程上設計被控制系統或 
被操 H 此，通常花關於伺勘 I 系統的書裏靳討論的那些問題當然都包 


括在工稃控制論的範圍之內，但是，工程控制論比伺服系統工程內癖更爲廣泛這一事實， 
K 是二者之間的一個表面的區別 r -個更深刻的，因而也娃更重要的區別在於：工程控制 

論是一 門寧爭 爭學，而伺服系統工程却是一種孓 寧胃筹 / 技術科學的 B 的是杷 

之也就把工程贳際的各個不同 

領域的共同性顯示出來，而且也有力地說明一些基本槪念的重大作用.簡 眾地 說，理:論分 
析是技術科學的主要內容，而且,它常常用到比較高深的數學工具*只要把本書稍微®覽 
一下就對這侗事 實更加 淸楚了.關於系統的部件的詳細構造和設計問題(也就是把理論 


付諸實踐的具體問題)在這本書裏幾乎是不予討論的 * 關於元件的具體問題更是根本不 


談的 • 


能不能够把理論從工稃實踐分出來研究呢? 


其實，只要看到目前已經存在的各門技 


術科學以及它們的飛速發)接，就會發現這個懷疑簡 K 是完全不必耍的 * 舉一個特別的例 
子來說：流體力學就是一門抜術科學，它與空氣動力學工程師，水力學工程師，氣象學家 
以及其他在工作中經常利州流體力學的研究結染的人的赏踐是"分割 u 開來的，可是 ，如 
果沒有流體力學家的話，對於超音速流動的了解和利用至少也要大大地推遲.因此，把工 
程控制論建成一門技術科學的好處 就是： 工程控制論使我們可能有更廣闊的眼界用更系 
統的方法來觀察有關的問題， W 而《往可以得到解决馑問題的更有成效的新方法，而且工 
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稃控制論還可能揭示新的以前沒有看到過的前景.最近若 下年 以來，控制與導航技術已 
經有了多方面的發展，所以，確實也很有必要設法用這樣一種統觀全局的方法來充分地瞭 
解與發揮這穐新忮術的潛在力畺. 

H 此，關於工程控制論的討論，應該合理地包括科學中對於工程實踐可能对用的所有 
方面， 尤土是 不應該僅僅由於數學的困難而逃避任何一個問題，其實，深入地考慮一下就 
會發覺，任何一個問題在數學上的困難常常帶有很大的人爲的性質.只要把問題的提法 
稍微加以 改變， 往往就可以使問題的數學 W 難減輕到進行研究工作的工程師所能處坪的 
程度.因此，本書的数學水平也就是讀過數學分析-課杩的大學生的水平.關於複變數積 
分，變分法和常微分方稃的某本知識赴研讀這本誓所預先需要的.此外，只要比較直觀的 
講法能够達到 H 的，我們就不用嚴密的精巧的數學方法來討論；所以，以一侗專門作具體 
工作的電 f 工程師的眼光來看，我們道種作法一定是太“學兜氣”了；可是，從一個對這門 
科學有興趣的數學家的眼光來看，這種作法可能是太“不鄭.重” 了.如果眞的只有這兩禪 
批評的話，作者一方面願意承徂适種責任，另一方面也會威到一些滿意，因爲他將認爲他 
在原來要作的事業裏沒有完全失敗， 

在辐寫本書期間，作者從和他的兩位同事的多次交談中得益很多，因爲，這些談話常 
常使一些含混之處突然明確起來.這雨位先生就是美國如利福尼亞雀理工學院 ( Califor ¬ 
nia Institute of Technology ) 的馬勃爾 (Frank E * Marble ) 博士和德普利馬 （Charles 

R * : DePrima ) 博士.由於塞爾登杰克梯 (Sedat 8 6 1 ^叩 6 出>和溫克耳<仙 《11 Winkel ) 

給予的冇效 W 助，大大地減輕了書稿的準備工作.對於以上提到的备位先生，作者謹表示 

发心的感謝. 
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第-章 


引 言 

如果我們所考慮的系統的自由度是一，因此 ，只 用一個變數V就可以記錄或描述這個 
系統的物理狀態.把變數〗/取作時間 t 的闽數，也就可以描 寫這個 系統在時間過程中的 
運動狀態.爲了確定這愐運動狀態 一一 也就是函數?/(0,我們就必須知道這個系統的橘 
造以及它的各個組设部件的特性.具惝了關於系統的這些知識之後，再根據物埋學的基 
本定律把這些知識“翻譯”成數學的語言，這樣我們就得到一個爲了計算而建立的力 
程.這個方程可能是一個積分方程，也可能是一個積分微分方程,但是在絕大多數的情況 
下，它是一個微分方程，而且是一個常微分方程，因爲只令時間 t 是唯一的卩[變數， 

如果微分方程的每一項中最多只含有因變數1/或者#的各階時間導數的一次方冪, 
不包含2/或者它的备階時間導數的高次方慕，也不包含這些两數的乘我們就說這個方 
程是綫性的，同時，&就把這個方程所描述的系統稱爲寧堆反之，我們就說，這侗方 
程是非綫性的，同時，把它所描述的系統稱 鸩寺哮毕韦舍 •+ •更；進一步，還可以把所有綫性 

系統分爲箏吊®蟑咩吊 M 和 孿旱寧 哮毕吊描述系統狀態的綫性微分方程的 
毎一項的系 is： ‘是常焱，我們就把 這個系 k 稱爲 H 常系數綫性系統”.如果這些系數不全 
是常數而是時間/为函數，我們就把這個系統稱爲“變_系數綫性系統”. 

從各類微分方程的解的特性來看，以上的分類方法娃有道理的.因爲,毎個系統的運 
動狀態的特性與描述這個系統的微分方稈的類型是有密切關系的.不但如此，微分方稃 
的類型還能確定我們可以對系統提出的合理的問題的性質.換句話說，微分方程的類型 
確定了解决系統的工程問題的正確 作法. 現在我們就來看一看這種情況， 

1.1 常系數綫性系統 

讓我們來討論一侗最簡單的系統——了哮辱琴，也就是說，微分方程是一個一階的 
常系數綫性方程.如果假定系統本身的特外界的影響，並且不受到學學昂寧 ( 也 
就是 外力） 的作用，那麼，微分方程就可以篇作下列形式： * * ' ' 

w +ky=Q - ai ) 

其中&是一個實常救，可以叫作零琴亨寧.當 y 不隨時間變化時，办/必等 於零. 根據方 
程 (1.1) 必定耍有〗 0. 因此，燊“一‘穩狀態,或者平衡狀態，就相當於 y =。的狀態. 
方程 ai> 的解是 

y y Q e- kt t ( 1 , 2 ) 

這裏 ，仇屉 2/的初始値,或者說 

V(^) = Vot ( L3) 
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這樣，扒也就是系統的離開半衡狀態的初始擾動.街於正的&値和負的&値，在圖 1，1 裏 
餐出了系統在〖 > 0時的運動狀態.我們看到，在& > 0的情况下，2/隨着時間的增加而 

逐漸減小，當時間無限壻大時 ，V — 0,芮此，對於 
k > 0 的情形，系統的擾動就會最後消失掉.於是我 
們就可以說,系統是的.在的情祝下，系統 
的運動隨着時間的增=加而不斷地增大，而瓦不論初始 
的擾動位移多歴微小，系統的擾動都會逐漸增長到非 
圖 u 常大的數値，這也就是說 ，一 旦受到擾動，系統就永遠不 

能再回到平衡狀態上去了，這樣的系統就是不寧寧的， 

對於階數更高的系統來說，微分方程裏高階的蓴數，：》階系統的微分方程就 

4 • * 

是： 



drt 鉍丄 " dn ^ l y 

dt ^ 1 d 卜 1 


+ a 0 y = 0. 


(1.4) 


對於實際的物理系統而言，各個系數 ‘<,"•， 化都是實數，在這種情况下，方程 (1 A 的 


解可以寫成 

n 

此 V“sin (郎 + 炉 i )， （ L5> 

其中卟和都是實數並且和系數〜-!，…，有關，各個釣都是增 斧.而反 也和系數 
p …，％有關.這樣一來就可以看出： R 有當所有的〜都是負^的時候系統的運動 
才是穩定的，如果某一個内是正數，擾動就會越來越大， B 而系統也就是不穩定的. 

從以上 的一些例子可 到:關於常系數綫性系統的運動狀態，我們可以問一個嚴格 
的問題一~不言而喩，在一個工程設計中，通常的要求就是穩定 
性. r 要確我們就可以答覆系統是否穩定的問題.在由方程 ( U ) 
所描述的簡單的一階系統的情況中，&的符號是唯一的有决定性意義的資料. 

1.2 變系數綫性系統 

如果在所研究的系統中有一個可變化的參數，變動這個參數就可以使系統的平穩狀 
態或平衡狀態相應地改變.很自然地就可以想到:描述系統運動狀態的微分方程的系數 
也是這個參數的函數.例如，作用在飛機上的空氣動力就是飛機速率的函數，如果飛機的 
速率由於加速度或減速度而發生改變的話，那麼，即使飛機本身的慣性性質保持不變，作 
用在飛機上的空氣動力也還是要改變的.由於這個緣故，如果我們想計算飛機的 H 盥水 
平飛行路綫的擾動運動的話，基本的微分方稈就會數的方稆. 

讓我們再回到方程 ( >所描述的一階系統的簡單的例子上去，如果彈簧系數々是 
飛機的速率的函數，而1假定飛機冇一個不變的加速度 a ， 那末， A 就是速率 w =扣的函 
數，西此,微分方程就可以寫成以下的形式： 


dy 


+ k ( at)y = 



這個方程的解就是: 


dt 


( 1 * 6 ) 
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log! = - 丄厂 f <L7) 

广 -- Vo a ^ 

其中是初始擬如果》總是芷數，那未 ， log ( y / y 0 ) 就總是負數*而且當時間增大的 
時候 ， log ( y / y ,) 這個負數的絕對値也就會越凉越大 • 因此 ， 2/就永遠小於汍，而且最後 
趨於消失.所以系統是穩定的.如果&總是負數， log < y / y 0 ) 就是一個隨着時間增大的 
正數.即使初始擾動沁非常微小，沒的數値最後也會變成很大，所以系統就是不穩定的. 
這樣一些系數不改變符號的變系數系統的特性和常系數系統的特性是非常相近的. 

然而，有趣味的是&旣有正値也有負値的情形.我們假定&(时）先取正値,然後取負 
値，最後又再取正値.如果以％二砘 表示& 的第…個零點，以 A =砵表示第二個零 
點，那末，依照我們以前的觀念來看 ，在％ 到％的速度範圍之 fM， 系統屉不穩定的(圖 1.2). 
設 1/mh 是沒的極小値，如 m 是贫的極大値.根據方程 (1J ) 就有： 


log =, 一丄厂 1 k($)dS 

Vo a 

以及 

log ^ -A k(5)dl 

从） a 


( l . B ) 

( L 0) 


從工稃的觀黠來看，有輿趣的首要的問題就是：多麼大？是不是它巳經大到使 
系統不能正常運轉的稃度？我們注意到這樣一個事實:爲了回答以上的問題，除了 fc 和 a 
的函數關系之外，我們還需要知道兩 
件事.這雨#事就是:加速度 a 多麼 
大？初始摄動价的大小是多少？因 
爲對於固定的 a 値:來說，和沁成 
比例.佴是更重耍的情况是:對於固 
定的初始擾動來說，我們可以用增大 
加速度 a 的辦法使偏差的極大値 2/n^ 

大大地減小.這偭事實可以從方程 
<1.9)看出來，這個事實的實際意義 
就是:如果儘可能迅速地通過“不豳 1.2 
區域” 低的程 度 ； 

由以上的討論我們對於 &變系 綫性系統來說，簡單地提出這些系統是否 
穩定的問題是沒有明確的意義的，更有意義的間題的提法是:在給定的擾動和給定的外 
界條件之下，對於一個 確定的竽 M ( 判斷標準 X 來說 ，這個系統的運行狀態是否使人滿意？ 
在我們的簡單的一險系統的 例¥^ ，芷常運行的確定的判斷準則就是沒^;給定的擾動就 
是扒;給定的外界條件就是加速度 I 因此，由於從常系數系統進展到變系數系統，間題 
的特點就已經大大地改變了 • 

爲了避免發生誤解起見，必須指出:以上的討論 R 是爲了說明常系數綫性系統和變系 
數系統在基本的數學性質上的區別而已，並不是說，在實際的 M 問題中對於常系數綫性 
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系統 u 要求它們穩定就够了，而對於這些系統的其他方面的性能 (例 如 ， f f 举學中的狀 
態、可能發生的最大偏差 V ⑽ x 等等) 也還是要加以考 慮的. 同樣地，在實 L 稃卩! j 題裏 
對變系數綫性系統提出的問題也可以是多方面的.總之，希 M 讀者不要把實際的工程問 
題和理論的說明混淆 起來， _ 

1 . 3 非綫性系統 

如 考 隹 方程 （1.1 ) 麼1^的適虽％^^» ^彈 簧 是擾動量公本身的函數， 
那麼程就成 爲~ ^^ 

+/<?/) - 0, ( no ) 


其中/(〗/) = Mv ) v , 我們看到這個方程是非綫性的.方程 aio ) 所描述的系觥&就是汫 
綫性系統的最簡單的例子.把方程 aio > 積分，就可以用下列的關系式算出方程的解扒尔 



這裏的妁仍然是初始擾動. 


男外一方面，把方程 （1.10) 逐次地求導數就 得出： 

^ 5 f }} 

di 1 dy dt 
d % y d 2 f { dy V df <Py 
dt z dy 2 \ dt / dy dt 2 



( 1 . 11 ) 


( 1 , 12 ) 


因此，如裝此是函數 f ( y ) 的零點，並且 /( V ) 在仏 Si^f S ' J 的，所以，/<?/ ) 衡於 y 的所有 
階的導數在扒點都是有限値 . 我們還可以假定 /( r ) 在 k 點附近可 以寫成 


f ( y ) = (y 一 yi ) m l G m 4 - c ^ i(y 一 a ) 十 


■ ■ + 


的形狀，其中价>1，而且 ‘^0. 因此，根據 （1.10) 和(1，1 2 )就得出 

dy d 2 y d^y 

rr V ■ ■ 

dt dt^ dl 8 


在 1/ = 2/ i 處 


a 


(1,13) 



這個事實的意思就是： w 漸近 
地趨近於 i 事 ff 上，如果 

Vo > Vuif \ iXlf ( Vc )>^^ m , 
私最後就會變成 H 如果 lh<Vi 
而 /( 如）<0,那麼赏 t-^OG 

時，2/還是變 爲扒， 在/(2/)的 
其他的零點附近，"的運動狀 
態也還是 M 種型式的（圖 1^3), 
如 ft 初始擾動办與 f ( u ) 
的某一個零點相重合的話，那 


末，以後1/就侬持着這個 數値， 並不隨時間變化 • 因此， / ao 的各側零點都是平衡位置. 
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如果在某一個零點上 df/dy > 0 , 就像奶點的情形，離開這個平衡位置的微小偏離必定會 
逐漸消失，因而系統最後還會回到初始狀態上去.這樣，我們就可以說，對於微小擾動而 
言，在 h 點系統赴穏定的.可显，如果在某一個零點上就像約點的那種情 
形，離開這個平衡點的任何一個微小擾動都會便得系統變動到相鄰的平衡位置此或此上 
去.因此 ，此 是一個不穏定的半衡狀態. 

我們已經看到，甚至於像方程 ( 1 . 10 ) 所描述的這樣一個井常簡單的非綫性系統，它的 
運動狀態已經是很複雜的了.這樣的系統可以同畤具有穩定性和不穩定性，因此，對於這 
一類系統一般地提出是否穩定的問題是毫無意義的 t 與其這樣，倒不如對每…個特殊的 
問題進行個別的考慮.不過，這裏應該指出：我們也可以在某種確定的意義下討論非綫性 
系統的穩定性問題，譬如：系統在李雅普諾夫 (A. M. 爪 nyHOB) 意義下或其他與此類似 
的意義下的穩定性問題 [1 ^. 

關於非綫性系統運動狀態的穩定性問題，讀者可以參閱有關的專門文獻\ 

1.4 工程近似的問埋 

幾乎可以肯定地這樣說：只要加以足够精密的分析，任何一個物理系統都是非綫性 
的.赛們說某一個實際的物理系統是綫性系統，其意思只是說它可以充分精確地用一個 
綫性系統加以近似地代表而已，並且，所謂“充分褶確”的意思就 是說： 實際系統與堙想化 
了的綫性系統的差別，對於具體研究的問題來說已經小到無關緊要的程度.只有當具體 
的條件和具體的要求明確地給定以後，我們才能把一個實際的系統看作綫性系統或姓非 
綫性系統.在這個問題 _h 並不存在一般所謂的絕對的判斷準則.舉例來說,如果我們只想 
研究一個非綫性系統在它的某一個穩定平衡點附迂的微小擾動運動的最後狀態的話，那 
末，根據李雅普諾夫的關於運動穩定性的第一近似的定理_，在一定的條件下，原來的系 
妩就可以用一偭綫性系統很好地近似;但是，如果我們的問題是想研究系統的自激振盪的 
話，那末，就不能把系統的非綫性的性質忽略掉，因爲那樣一來就會把產生自激振 M 的物 
理裉源(和數學根源）丢掉了. 

以上所說的處理分類 問題的 原則，對於把綫性系統分爲常系數系統和變系數系統兩 
類的情形也是適用的.以方程 (M) 和方程 (1.6) 所描述的兩個簡單的系統 爲例： 如果加 
速度 a 非常小，也就娃說飛行的速度幾乎不變，由方程 （LS) 就 可以看 山來如 in 比初始摄 
動％小得多，而且這樣的發生在 t 的數値很大的一個時刻.在一個有限的時間間隔 
之內，系統 (1.6) 的運動狀態和&是正値的系統 ( 1 . 1 ) 的運動 狀態足 十分相近的.因此，在 
一 定的場侖之下，也可以用常系數系統很準確地近似一個變系數系統. 

很明顯，常系數系統是最容易研究的.很幸運的是:爲數很多的工程系統經過; 

似的予績之後，都可以看作常系數系統.這也就是爲仆麼 fr: 控制奥調節的理論中, 

■ 

定性的這一部分理論特別發達的緣故，事實上，3前的 f 晖吊離理論所處理的基本上就 
是這-類系統' 0此，我們也就先從常_系數綫性系統開/ 

銮閱 [ n , 第4 章 H 6, 

V 應當指出：近年來也對於非綫性或 1® 弟铳和非栽性词服系铳進行了大星的硏究.參閎— 
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第二章 

拉氏變換法 


對於那些以時間 i 爲自變數的常系數綫性微分方程來說，用拉氏變換（拉普拉_ 
換）求解的方法是非常有用乱當然也可以用其他的一些方法求這類方程的解，可是，技 
術科學家們所以最樂於採用泣氏變換法的原冈就是因爲這個方法能够把所有的問題歸結 
到一個一致的基礎上去.這樣一來农解的手續就被標準化了，同畤，對於問題4就可能 
有一個普遍適用的處理方法，在很多敎科書 11 裏都討論了拉氏變換的班論和實際的用法, 
這些工作並不是這一章的 H 的.這一章的目的只是爲了査閱的便利而簡要地給出一些結 
果，這些結果都是我們在以後各章中的討論所必需的，至於詳細的敍述和證明，讀者可以 
去參考註解裏所提出來的那些鲁籍. 

2*1 拉氏變換和反轉公式 

如杲 2/(() 是一個時間變數 i 的函數，它的定義區域是丨>(^那末， y { t ) 的拉氏變 
換 y ⑷的定義就是七 


Y ( s ) = e ~ st y ( t ) dt f 


( 2 . 1 ) 


這裏的 s 是一個具有正酋數部分的複 變數； 仳 >0<仳表示 s 的實數部 分）. 對於其他 
的6■値，我們用^的方法來定義函數 y ⑴. r ⑷的畺綱是2/的量綱和時間的髮 
綱的乘積，3的_量^^是時間最綱的負一次方冪. 

如果 y ⑷是已知的，那末，拉氏變換 Y ( s ) 的原函數(也就是原來的函數） y ( t ) 總是 


可以由 T 面的反轉公式計算出來： 

4 • « • 

1 广 r + i 1 * 

V ( t ) e ^ Y ( s ) ds r (2.2) 

2t：i J 

其中 r 是任意的一個實數，只耍它比所有的 y ( s ) 的爭啤的實數部分都大就可以了.在 
實際訃算 2/(0 時，我們可以按照 Y ( s ) 的特點適當地積分的路綫.從求 y { t ) 
的步驟稱爲拉氏反變換. 


2-2 用拉氏變換法解常系数綫性撤分方程 

旣然拉氏變換是用對一個函數所作的一個積分運算所定義的，而這個函數又 是识在 


1) 例如： H. S. Carslaw and J.C* Jaeger，^Operational Methods in Applied Matheinatics ?, 
Oxford University Press, New York* 1941 ; 或者 R_ V\ Churchill, “Modern Operational 
Methods in Engineering^ McGraw-Hill Book Company, Inc” New York, 1944 . 如想 
匁 I 道碎細的理言命 1 可以參閱 G, Doetsch: (< Theorie unci Anwendung der Lap]acc-Transforma- 
ticri”, Verlag Julius Springer, Berlin, 1937 ; 或者 D 、 V 、 Widder: “The Laplace Trans¬ 
form^% Princeton University Press ， Princetan, N, J,, 1946; 或者 ® 閱 [9_15]. 

2) 在這一本_衷，我們櫬是用大莴字母表示相當的小寫字®所代褢的铤數的拉太鉍換， 
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亡>0的時間間隔內定義的，所以拉氏變換法對於坪考[喂寧是特別適用的. 所謂“ 初値問 
題”就是這樣一個問題:如果系統的初始狀態(也就 i ^ 6時的砝谣)利 t >。時的驅動 
函數郤是給定的，求在（>0的時間間隔中系統的 M 動情況，我們來考盧一個 n 階的系 
統，假定〜， 〜 ^心是各階導數的系數，而且對於這侗系統冇一個以弗齊次項所表承 
的驅動函數於是，系統的微分方程就是： 

+ a »- i 4 ^r + " p + = ( 2 . 3> 


各個初始條件通常寫作: 



(2.4) 


考慮到條件( 2 . 4 )，微分方程( 2 . 3 )就能够把系統在 t>0 時的運動狀態唯一地確定下來. 

爲了用拉氏變換法來解這個問題，我們把方程 (2.3) 的兩端 J 司時乘以然後再從 
尤=0積分到 f = oo . 旣然規定 



e-^yi^dt = Y(s) y 


我們就可以用挪分積分的方法求出 V ( t ) 的各階導數的拉氏變換: 


(2.1a) 


乂 e " aC If dt ^ ^ Va + 5 fo 厂〜⑺办 == i + s7(s), 

r e ~ st ^ i dt ^ # 一项 + ^y<s), 

J o at A 


(2-5) 


最後 



e 


d n y 


dt 


I ， 


此 -1> _ 故 n -2) - 8 n ^ y 0 + 8 n Y ( s ). 


根據這些結果 4 如果再把驅動函數 _ 的拉氏變換寫成，也就是說 

X ( s ) = f e ^ f x { t ) dt f (2.6) 

Jo 

那末，考慮到初始條件 (2.4), 方程(2.3> 就可以 寫成： 

(a n s n + CU 一 /- 1 + …+ t^s + a ^) Y ( s ) 

= 〜 !/〆 -】 + (cuyp + a^y^s^ 2 + (a n 7j { ^ + 〜一 〆 1 ) + a n _^y 0 )s^ 

十… + <“-_” + + 邮。） + X ( S ). ( 2 . 1 ) 

如果我們再規定 D(s> 和 N 0 ( s ) 分別是下列的兩個多項式： 

D ( s ) ; a n s n + + …+ ct/ + a 0 (2*8) 

和 

N 0 ( s ) = 〜㈣"- 1 + (tin^ + a 卜伽)浐 _ 2 + … 

+ (江才- 1 、+ ^ n - iV [ n -^ +，“ + ^o), (2.9) 


於是方程 (^7) 又可以寫作 


( 2 . 10 ) 
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2.3 


根據方莉(2.9>我們看到/2，10>的第一項 A^s)/i)0) 是與初始條件冇關的 . 我們把 
這一項裒作 ^(s) = N ,( S )/ D ( S ). 多項式凡⑷的次數最多也不曾超過 W — 1次 ，闪 
而它的次數總是比 D(s) 的次數低.如果方程(2.4>所表示的初始條件全都等於零， Ay S ) 
也就隨之等於零了.在這種情形下^⑷就只由第二項X⑻⑺⑴確定.第二項是與 
驅動函數有關的.我們把這一項寫作1(幻 =X(S)/i)( S ). 和普通的微分方程理論中 

所用的術語一樣，可以把第一項稱爲爭序辱攀，把笫二項稱爲 

特解.應用反轉公式( 2 . 2 ),就可以由方程( 2 .10>所_表^的、⑺ = + 得出 

» ♦ 

眞芷的解 


從以上的討論，我們可以看出，拉氏變換本身只是一個"翻譯”的手續，它把一個用時 
間變數 （ 所描述的物理過程翻譯成用變數 S 所描述的過稃，這樣的手續並不影響物理過 
程本身的 性質， 只不過是把這個釋程的描述從1的語言”翻譯成的語而_巳.在 f 的 
語言裏用分析運算(微分或 積分) 所描述的過程，用 s 的語言來敍述就只要用簡單的代數 
運算 (乘或除) 就可以了； i 的語言中的微分方程，用$的語言來表示就簡化爲代數方程, 
從而也就可以簡化計算的手續和表達的方式. 

2.3 拉氏變摟的“字典”(拉氏變換表） 

當我們用泣氏雙換法處理問題時,常常需要根據巳知的拉氏變換函數 r ⑻求出原函 
數 2/W. 我們當然可以利用反轉公式進行這項工作，可是反轉公式(2.2>屮的積分運算 
常常是很繁複，很花費時間的；因此，對於那些常用的和典型的和 F0)， 人們已經 
辗製了一些字典式的表格' 利用這種變換表我們就可以根據已知的 T ( s ) 査出相應的 
v ( t ) t 也可以從已知的 v ( t ) 査出相應的 r( 5 ), 這樣就大大地減輕了計算手續.下面我 
們也給出一個最最簡略的拉氏變換的“字典”-'個很小的拉氏變換表： 


表 2,1 拉氏變換的小 “ 字典 M 


Y(s) 

y(t) 

t/8 

I 

i/^ 

w/r ⑻ 

l/(s-a) 


a A gi + at ) 

sin at 

s/(s fi +a 2 ) 

cos at 

a/(s 2 ^a x ) 

sinh at 

s/($^a K ) 

cosh at 

s/W)" 

t . . 

— sm at 

W(s 7 -ha i y 

J Asia a 

2〆 


在最常遇到的情形裏，驅動函數 x ( t ) 的拉氏變換的型式郡是 s 的雨個多項式 
的比値，因此，由方程 (2.10) 所給出的完全解 Y(s) 也是 s 的雨個多項式的比値.這樣- 
來，用求部分分式的方法就可以把 F(s) 的表達式分解爲若干個簡眾分式的和數. 對於何 
—個分式都可以用反轉公式(實際上很少這樣作威者用 it 較好的査表方法求出原函數來. 


1) 例如 [12] 以及第6頁拄解中所提出的各本會中都為比鞍簡短的表, 
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第二章 拉氏變換法 


S iy 


2,4翮於正弦式的驅動函數的财險 , 

多項式的比値队⑻ /LKO 可以分解成部兮牙 车. 如果多項式 D ( s ) 的 n 個根 s u 
, …^都 是互不相等的，換句話說，那末這個部分分式就是： 


N,(s) _ ^ 

D(s )— 会 


(O 


其中的以(4表示乃 ( s ) 對於 s 的導數，根據上一節裏的“字典' 把道個和數逐項地“翻 
譯”出來，就得到解2/(纟）中由於初始條件而產生的如⑴部分，[這一部分稱爲“稀充函 
數'它也就&方程( 2 . 3 >在攻0 = 0而初始條件仍然是( 2 . 4 )的情形的解 .]: 

r*l ^ \ S r) 

一般説來， O ( s ) 的根〜是複數.對於實際的物斑系統來說，微分方程 (2.3) 的系數 ‘ 〜 
b ■.、 知 都是實數.根據方程( 2 . 8 ) D ( s ) 的各個複數根〜必然是成寧弗嗶寧出現的. 
這也就是說，如果 ^( s ) 有一個複數根是抖卬0> 的話，那末 a — 一^必“是 D ( s ) 
的根.如果所有的根〜的實數部分都是負數，邴末 Vc ( t ) 就會隨着時間的增加按照 f 攀 
—減小 ，最後如⑴― 0 . 因此，系統就是穩定的 • 

^如果表示外力的驅動函數叫0是毕举字的，爲了計算的方便，我們就把它寫成下列 

的複數形式(眞正的外力只是這個表示數部分或者虛數部分)： 

x ( t ) = x m e ^ 9 (2.12) 




其中的是拫幅，如是頻率(角頻率).根據拉氏铤換的 w 字典” * 就有 

X(s) = x „, — 

S — tu> 

因此，方程 ( U 0) 的第二項在現在的情形下就是： 

在這裏，我侗可以把得到的結果推廣到更一般的情形中去.如莽 


在這裏，我侗可以把得到的結果推廣到更一般的情形中去.如果所考慮的系統不是 
只由一個微分方程所描述 (像 以前討論過的 那樣） ，而是用一 個微分 方程_描述的.畢 
例來說，描述系統狀態的是這樣一個方程組： 


a ^U + an W + au>y + b 


dy 


盖 + ^菩 + M 

di? at 


x ( t ), 


d 2 y , dy . . i i ^ dz t , ^ 

d + + + +6：u ^ + M 


(其中的系數叫，，都是常數). 

讓 y 的初始條件全都等於零(這樣怍的意栽就是把 v 用 w 來代 替〉， 對系統的微分方 
程組進行拉氏變換，就得到一個代數方程耝*然後再用代數方法把除 y i ( s > 以外的其餘未 
知函數(例如，上面例子裏的 2( sj ) 消去，最後，特解 Yi ( s ) 的拉氏變換就可以表示爲下列 
的形狀： 

Yi(s) = F(s)X(s)=^\X(s)= (2.13) 

D ( s ) ( s — io )) D ( s ) 

其中 N(s) 的次數小於 D ⑷的次數，當州 s) = 1 時，問題就簡化爲 ( 2 *10) 所表示的比較 


(2.13) 


簡單的情形.在推廣了的情況下，部分分式的法則仍舊是適用的.但屋，現在的分球 
多項式是 O — ^ J ) D ( S )， 這個 多項式的根是 b 知… ，〜和 因而就有 

V /.\_ f 1 I ^ ^(Sr) I "] (2.14) 


1(5) 


iv ytuj ； 1 + xn — 1 一 

D(iw) $ — i(o fTi (s r — i 0 )D r (s r ) s — 5 r J* 


所以由於正弦式的驅動函數 ( 2]2 ) 所產生的特解就是 

, i( o = ^「廻 〆 十竞，⑹厂 

好 、’ m lD(i^) f^ Y (S r ^ io>)D f (S r ) 

對於穩定的系統來說，所有的〜的贾数部分都是負數，所以當^ 


N ( io )) eivt 七— 

D(iu>) (Sr 


s r l 


(2.15) 


CO 的時候，阶<«)的第 


二部分就等於零.這時的狀態稱爲 穩態. 剩下的第一部分就是系統的穩態解 


F(ia>). 


(2.16) 


' [的⑴ Lt ， eUtf 

D (^) 

穩態解與鼷動函數的比値也就可以用下列簡單的關係式表示出來： 

⑼⑴] at ■ : .■ = 邪切) ; F ( i 叶 (2.16) 

x ( t ) D ( iio ) 

這個公式使我們能够十分簡捷地計算出正弦驅動函數所產生的穩態解 .<*> 的函數 

稱爲系統的_宇晴毕. • 

當驅動士矗頻率山趨近於零的時候，驅動函數就趨近於一個不隨時間改變的常 
數方程（ 2 .16)表明： F ( o ) 就是當^■是常數的情况下 y 的榼態値與 x 的比値.這 
就是厂 ( O 在 s = 0的値的物理意義.在以後的討論中，我們還耍經常地用到這個物理 
解釋.我們把厂 ( 0> 的絕對 ffiK = 稱爲系統的攀本或▼等. 

2.5 關於單位 冲童驅 動函數的討结 ^胃 

驅動函 數別勺 並不必須是連績函數.現在我們假定驅動函數是作用在 t = 0 

這一瞬間的一個 f 培巧 葶，也就是， 

* # 如果丨#0, ^ 0 ) = 0； 


如果 t 


x(t) oo. 


而且 



x ( t)dt 


這樣規定的 f 的函數稱爲狄拉克 ( DilTM ) 冲量函數，通常用3⑺表;不難證明樣一 
個單位冲量驅動函數的拉氏變換 ^( s ) 就等於 1. 如果把單位冲 fi 驅動函數作用到一般 
的系統上去，那麼，由於這個冲量而引起的系統的反應，按照方程 (2+13) 就是 


I ⑷ 


N(s) 

I «* 

D(s) 


F ( s) m 


(2.17) 


由於這個冲量而產生的解 2/(*)， 通常是用 Ht ) 來表示的. 

1 r ?■+!« 

h ( t ) ^ JL / e 6 t F ( s ) ds . 

2niJ r ■仏 


根據反轉公式 (2.2), 


(2.18) 


如果系統是穩定的，所有的根 s r 的實數部分都是負的，這也就是說，在複數平面上 F(S) 
的所有的奇點都位於虛軸的左邊.因此/在表沄以0的積分( 2]8 )裏，我們就可以用虛 
軸作爲積分的路棧，這也就是說，方程( 2 .18>裏的 r 可以取作零： 7- = 0. 


第三章 

輸入、輸出和傳遞函數 

在前一章裏我們巳經看到，在用拉氏變換法處理問題的時候，常系數棧性系統( 2 . 3 ) 

的運動狀態和多項式 D ⑷有着本質的關聯.巩^是由方程<2.8>規定的，而1它的系 

數也就是微分方杩的系數.不僅如此，就是在一般的情形裏，如果初値問題裏的於0 

的初始値和各個初始導數値都等於零，那末，系統的運動狀態也是由兩個多項式的比侦 

所完全確定的.我們是用表示這個比値的.如果驅動函數的拉氏變換 

是而特解的泣氏變換是 Yds ) 的話^方程 (2.13) 就給出 

Yds) F(s)X(s), ( 3 , 1 ) 

可以把這個方程看作是一個荜寧于方寧：尤 ( 0受到涇算子^(0的作用之後就變成 
，或者說，因此我們就把 ® 數。”稱爲系統的增寧 
寧豕 ir ( t ) 和它的拉氏變換 X ( s > 都稱爲系統的寧士， Viit ) 和它的拉氏變換 ^( s )« 
統的_甲. 爲了特 別表明 Vi ( t ) 只是系統的 “‘而 不是由於初始條件而產生的舖充 
函數，我 Vi ( t ) 稱爲由於轍+而產生的轍出，把 V ，( t ) 稱鴆巾於初始條件而產生的輸 

a. 

* 拉氏變換的優點就在於把解微分方程的問題簡化爲 R 數的運算.從 Rs ) 變回 y ( t ) 
的這個步騾實際上是很少需要的.理由是這樣的：旣然系統的運動狀態扒 G 可以由 
Y ( s ) 完全確定,那末，也就可能把對所提出的技術要求“翻譯”成對 FQ ) 所提出的 
某些要求,或者說，如果已經給定了輸入的特性，那末，對^⑴所提出的要求，也就可以變 
爲街傳遞函數所提出的某些要求.例如:如果要求系統 (2.3) 是穩定系統的話，我們 
並不需要先把 U . U )) 中的札 ( s >/ D ( s ) = F c ( s ) 變回方程 ( 2 . 11 ), 然後再要求％⑴隨着 
時間的增大而趨於消欠，實際上，我捫 K 要要求傳遞函數】 / D ( s > 的極點都位於《平面的 
左半部也就足够了.這種作法顯然可以減少許多計算手續. 

根據傳遞函數來研究或*設計一個系統是伺服系統工程中的基本方法.在這一章 
裏，我們將要用一系列的實例來說明這個方法， 

3.1 —階系統 

作爲第一侗例子，我們來研究一個懸臂彈簧 
(圖 3- D . 彈簧的一個端點連接在一個 a 尼器上， 

I 

另外一®點可以在…裉 E 桿上作滑動運動.阻足 
器上的那一個踹黠的位 S 用 〆 0來表示，滑動端 
點的位置用 Wi ) 來表示，由於有阻尼器的緣故，扒 G 就不會和 啡) 相等， y ( t ) 的運動 
織於叭 t ). 如果我們讓滑動端點按照規定好了的規律衣 G 運動，這裏的問題就是要 




研究 v ( t ) 的情况， _ 就是系統的輸入， y ( t ) 是系統的输出. 

設系統的弾簧常數是 fc ， 阻尼器的哗孕予攀 ( 也就是阻力與速度的比値)是 c 如果再 
假定運動的加速度相當小，以至於慣性略掉 ' ® 力的平衡條件就 可以得 到系統 

的運動方程： 


6 4 * M y — x ) = 0 

dt 


c 與 fc 的比値 c / fc 的量網是時間.這個數量是系統的一個特性時間 （或 特徵時間），我們 


把這個比値 


(3.2) 


稱爲系統的嗅叩爭攀. 

運動方寫爲 


dy 

dt 


(3-3) 


初始條件只是 


2/(0) = 2/ 04 


(3-4) 


用厂“乘方程 ( S .3) 的兩端，然後苒從 t = 0到 t m 積分 t 我們就得到作過拉氏變換的 

方程 


(r L s + l)Y(s) = X(s) + r 伽 ■ 


於是 


Y(s) 


X ( s ) 

TiS + 


Tij/q 

T x 8 + 


因此，由於撖入而產生的输出就是 




而由於初始條件產生的输出就是 




系統的傳遞函數 F ( S ) 就是 


F ( s ) 


TjS 4- 1 


X («) 

s{t) 


F{s) 


ri<+l 


Y t {$) 

y t it ) 


<0 


(35) 


(3.6) 


(3,7> 


<3.8) 



s 2.2 H 3.3 

方程 ( 3 .6) 可以用圖形表示出來，就像圖3. 2 所書的那樣.這樣一個簡單的形象化的 
表示法很能幫助我們想象或分析系統的情况*通常把這樣的表示法稱爲方塊圖 * 


0可以參閲 [1] 笫 
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讓我們對於輸人 nt ) 的幾個特別情形來研究-下輸出 y ( t ) 的惝况. 
首先，我們來考慮輸入是單位階躍两數 l ( t ) 的情形(銮看圖 3.3). 


疋⑴= i ( t ) 


0,如果 
1>如果纟 >0. 


這時 


X ( s ) 



litye^dt 





而且 


因此，根據我們的 


字典”(表2.1)，由於輸入而產生的輸出就是 

^ \ 1 t/,7 l 


Vi ( t ) 


(3,9) 


根據方程 ( 3 .7) ，由於初始條件而產生的輸出就是 

Vc(t) = y c e~ t/T \ 

圖 3.4 表示出輸出的特徵.由於初始條件而產生 
的輸出是一個單純的衰減函數^這個衰減函數 
的時間常數就是 h [圖 34( b )]. 由於輸入而齑生的 
輸出的 4) 按照指數律趨近於水平漸近綫，時間常數 
也是事實上，當 L 的時候，輸出的 ( G 的數 
値就逄到了最後漸 近値的 63 %, 

我們把 輸入以 t ) 輿輸出 Vi { t ) 的差數 e ( t ) = 

^( t ) - Vi ( t ) 稱爲偏 差信號，在現在所考慮的情形 

* « « « 

裏 


(3 J 0) 


^(0 



( a ) 


y c w 



^( i ) = x ( t ) — Vi ( t ) = e 
所以，當 t — ⑺時，偏差信號趨於零, 


t ： T t 


(3-11) 


(b) 

圖 3.4 


現在，我們再來考慮另外一種輸入的情形，假定輸入是正弦式的，或者，更具體些 


x ( t ) 


x^e 


其中是振 AS «i w 是頻率，這時 


X(5) 



la ) 


(3.12) 


由於初始條件而產生的輸出 Yc ( s ) 和前一種情形一樣，也是方程(& 7 )或方程 (3.10). 由 
於輸入而產生的蝓出就是 


】'■⑻ = ;1 +'n ( 
因此，根擄我們的“字典”<表2_1>,輸出於⑴就是 


S + (1/Ti) 


—)• 
10 / 


Vi ( t ) --一 e 

1 + ZiO T j 






這個表示式屮的第一項是一個單純的衮減函數，第二項表示穏態蝓出 Lv ( t ) l ^ t 因而就 





有 

bd ^_ I _ r= F ( i ^) 

x ( t ) 1+— * 

這個關係和我們在方程(2_16>中所表達的普遍結果是完全一致的. 


由於 


+ ㈣ n/ 1 + ^T\ 


(3,13) 


穩態輸出就可以表示爲 


隨 ： U 


t(w<—tan" 1 ^!) 


>y 1 4 - o> s rj 


闶此，穏態輸出的振幅就被滅少到輸入的拫幅的倍，而且輸出的相角比輸 
入的枏角落後的數量是如果轍入的頻率0栢當低，因而 tan - 1 ^ ^ 


這時也就有 


lv ( t ) U . ^ ^<<1. 


(3.14) 


這也就是說:拫幅沒有改變，但是有一個時滯 (時間 上的落 後)， 這個時滯也就等於傳遞面數 

i • 

的時間常數如果輸入的頻率相當高， W 》 l ， 因而 tan 4 叫〜 

2 Vi + u > 2 r = 叫 

這時耽有 


lv ( t ) U . 


wl 


洳卜_】 r 少》 1. 


<3,15) 


在這種情形中，振幅被減少到 i /^^倍 ，而相角落後的數量是〃我們把以上所討論的 
兩種極端的輸出情形表示在圖 3.5 中， 



rjw<cl 

诨霣情咙 苗頻情况 

(a) (b) 


S9 3,5 

3.2 傳遞函數的表示法 

傳遞函數是苽變數 S 的函數.因爲在普通的情形下 T 它是兩個 S 的多項式的 
比値，所以®數 F ( s ) 除了一個常數因數之外可以由它的零點和極點所確定.如果對於 
某一個特別的 s 値 F ( s ) 的値是已知的話,也就可以把常數®數確定下來，這時函數 
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就完全確定了，這裏，最方便的就是考慮 S 在原點的値 s = 0,因爲 F ( o ) 有具體的物理 
意義： 

!^( 0 >! = K ( 3 . 16 ) 

是系統的放大，也就是系統在常數輸入的情況下險出的稳態値與輸入的比値.又四爲對 
於大多數的實際情龄，巧0)常常是芷數，因而 F (0) = K . 所以，傳遞函數 FU ) 就可以 
由零點、極點和放大唯一地確定.這也就是傳遞函數的一種可能的表示方法.舉例米說, 
我們可以這樣來表示方程 ( M ) 所給的傳遞函數 :它的 放大是1;在 — l / ri ^ 一個單極點; 
沒有零點. 

根據復變數函數論的 結果， 如果在 s 平面的虛軸上， F ( s ) 的實數部分和虛數部分都 
巳經完全給定的話，那麼，用解析開拓的方法[夂就可以把 s 平面上其他部分的 F ( s ) 値也 
確定下來，因此，我們也可以用複函數 F (心 ） （ 0 是實數, - c ^< a ><+ oo ) 來代表函 
數 F ( S ). 這就是傳遞函數的另外一種表示方法.對於實際的物理系統來說，八 S ) = 
^( s )/ D ( s ) 的分子多項式 JV ( s ) 和分母多項式 D ( s ) 的系數郡是實數，所以，如果我們用 
P 表示厂 的複共 * 數的話，就有 


F( — ito ) 雄 F(io>) ¥ ( 3 . 17 ) 

因此，對於實際的物理系統，只要知道0>0的 F < k ) 値，就可以知遨 的 

値，從而也就可以定出對於任意 s 的 F ( s ) 的値.從方程( 2 .16)我們已經知道函數 F (。) 
是頻率 w 的穩態輸出與正弦輸入之比， F (^)(^^<^<+ oo ) 就是系統的頻率特性, 

所以，頻率特性也是傳遞函數 F ( s ) 的一種表示方法，例如，方程( 3 .1 3 )就是簡單的一階 
系統 (3.3) 的頻率特性， 

伯德 (H. W. Bod 句創造了一種表示頻率特性的方法，這種方法就稱爲咱寧辱.假 

定複數 a 。） 的絕對値是％相角是0(见和 e 當然都是 W 的函數），也就是 i ：_ _ 

F(m) = Me i& w ( 3 * 18 ) 

把 Io g w 取作自變數，然後再把因變數 log M 和0對 log o> 的函數關係畫在雨張囫上，這 

樣得出的圖就是帒寧寧. （ log 见對 log ⑴的函數關係通常稱爲系統的寧 考:舉 喝哮，■而 

0對 log w 的函數 | ^係+稱爲系統的對窣堉哼荜)_至於爲什麼在這裏^度而 

& 並不取對數尺度,這個道理可以論中看出來.以方程( 3 .1 3 )所表示的簡單系 

統麵， 

Mr = 1 = ■— 1 … 

1 + a> a r5 V1 + « 3 

而 

8 = —tan -1 ajr x = —tan' 1 u 

其中 w = 是無量辆頻率 h ' 這個系統的伯德圖鱿是圖 3,6, 頻率特性在低頻率和高 
頻率時的情况已經用方程( 3 .1 4 )和 ( 3 .1S) 表示出來了.當况^ ⑺時， lo^M 對 lo gl ，的 
圖綫的制率是 一 1, 對於很小的 m 値來說，斜率差不多是 0. 因此 ，一 個一階系統的 M 〜 u 
圖可以用雨條直錢來近似地代替.這兩條直綫就是圖 3 . 6 .中的虛折綫.這條虛折棧稱爲 


UiT 1 


( 3 , 19 ) 
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暫举寧 翠谭靖 帝呋 或者帶尽舉零幣竽 

' 的文 mi ， 爲 Y 把’振’幅+的度量單位化爲兮枣 ( deeiM ， 簡瀉爲 db \ 常常 
改用如 log :。 似作爲 M 〜 w 圖中的因變數_頻率增加一倍釦 ffl 爲一個 增學學 （ oetave , 簡 
寫爲 oct ). 因此，圖 3.6 中斜率等於一 1 的部分，用分貞和倍頻程作 iff 這部分的斜率 





圖 

就是 一20 log lfl 2 = — 6,02开貝/倍頻程 （ db / oct ). 在圖16裏我們還看到這樣一個事實： 
近似於 logioM 的虛綫在 w = 1點，也就是 w = i / L 處通過0値.因此，我們就可以用 
實驗方法測量一個一階系統的頻率特性，把測量的結果按照上述的方式畫成伯德圖 .R 
要記下俏德圖上 log 10 M 的近似 K 棧穿過橫軸時的角頻率％就可以簡單地估計出系統的 
時間常數， 

另外一個表示頻率特性的方法是0孪寧增 ( H . 抑 ㈣ 呦所創始的，稱爲哮.這 
種方法是把複數或直平面或 VF 平面上去,曲綫的“豳是角 


0時，圖綫從1點出發；在 



0 


¥ 




頻率 < 函數 W 有時候稱爲尽舉峰哗斧命私 f 平面上的圓綫 F ( iu >) 就稱爲寧嚷帶 

角特性.對於一個簡單的一階“， V (‘）= I/d + ^ i ) 的圖綫是一個 —， A 

紅=1時，圖綫通過 1/(1 + 0 - (1/2 ) (1-0 

點；當 wooo 時，圖綫趨向於 
原點，並且以原點爲終點.在 
這種情形裏，1/厂圖綫比厂圖 
綫還要簡單得多：1/^ - 1 + 
所以>在1/尸卒面上，道 
條圖綫就是從1點出發的一條 
與虛軸中行的 ffli 綫.圆 3 . 7 就 




0 


1 


1+紐 


★ ■1 + 


圖 3.7 


是一階系統的兩種乃氏圖， 

3,3 —階系統的一些例子 

在一固複合.系統裏，常常 
在這一節裏,我們將要簡略地討論這 


有很多兀件町以用一附的傳遞函數來近似地表示 . 

類元件的幾個例子.並且把它們特有的頻率特性用伯徳圖戚乃氏圖表示出來. 


積分元件 


個電勅機的轉速與轍入電壓〃成1 七例，用微分方程來表示就是 









H 窣输入、蝓出利傅遞函數 



dt 


Kv 


(3.20) 


其中 K 基與所採用的度董眾 位打關 的常數，電動機的轉子的角位置令與下列積分成比例， 


V(£) 

pa ) 


F ⑷■譽 


7 U ) 


vdt 


函數 F ( s ) 


_ I 道個關係可以用方塊圖 3.8 表示出來，假設 V ( s)^n 

圇 < P ( S ) 分別是 t ' 和争的拉氏變換.這個系統的傳遞 
是函數1>當!^— oo 時的極限情形，它在原點 s = 0冇一個 


極點.爲了把道裏的 K 還看作系統的放大，我們鱿必須把以前規定的放大的定義修改一 
下，以前的那一個定義適用於原點不是傅遞函數的零點或極點的情形.對於一個積分系 


統，即對傅遞函數 n 幼在原點 S 


系統 (120) 的頻率特性是 


因此，按照方程(3，18>， 


0有一個單極點的系統來說,放大允就應該定義爲 
K - lim ^3,2 


(3,21) 


F(iw) 


10 


(f) 


g - i ( ir / a ) 


M = 0 


(3.22) 


圖就是伯氏闽，閫 3.10 
是乃氏圖， 


微分元件 


個迴轉 togidM 


測速計（測連陀蝶）的输出 | 

電壓 r 和進動軸的角速度 
d 中 /dt 成比例，即 

dt * 

其中沉 是比例常數，這個 I 

情形和前面討論的電動機 _I 

的情形恰好相反.傳遞函 [ 

數= Ks 在原點存一 ] 

侗零點.因此，對於一個学 

分系統，即對傳遞函數 ' 

• » « 

在原點 s = 0冇一侗軍零 
點的系統來說，放 大瓦的 定義應該改爲 


K = lim 


1\ 

1, ■> ^ 


$ 


I 



Jog 


I 0 g w w 


F ( iu ^) 




F { i ^) 


JL 


齡 争 w 

FfiuTj ^ K " 


面 3*10 


F(s) 


(3,23) 
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圖3，11是這個系統的方塊圖，圖 3 J 2 是伯德圖 3 圖3,13是乃氏圖. 




log lo w 

|g 3.12 


log 10 w 




考慮阖 a . u 的包舍電阻 x 和電鋅 c 的電路 . ％ 和％ 分別 
是輸又遍出假設 y = 7.(0 屋流入電阻及和電容 c 的電流， in * & t = 0 
的時候，電容 C 上沒冇電疴.那末 


jR 


t 


C ^0 


t 


j ( t)dt - v u 


j ( i)dt ^ v 2p 


C h 

先用乘這兩個方程，然後再從* 
積分，馱得到這兩個方程的拉氏 變換， 


n 


0 到 t 



因此 


(K +^) J ( S )^ h ⑻， 

士 = h(s). 


V ^( S ) 

VJT ) 


= F 1 s ) ^ 


1 

1 + RCs ‘ 


( 3 * 24 ) 


從方程 (3.24) 可以若出，這個電吡電容電路的傳遞函數和有阻尼器的懸臂彈簧的傳遞函 
數 (3.8) 是相同的，這個電路系統的時間常數就是 L = RC , 這個系統的伯徳圖和乃氏 
圖就是圓^ 和 ! M 3 . 7 .這個電路常常用來產生系統的带巧 f 挚. 

可以在這裏附帶提一下：雖然上述的懸臂彈簧系統和一個電路系統的動態特性是 
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相同的，但是我們知道：在實際工程中改變和調整那個系統的參數 C 和往往屋比較闲 
難的，而且 C 和 A: 的可能的變動範閎也很冇限，可屋在這個電路裏改變和調整况和^的數 
値就比較容具，而 IIB 和 C 的變動範囿也可以很大.從這個具體例子就可以看出用電學 


方法進行調節或控制常常比用機械方法方便得多. 

相角超前電路 圖 S.1S 表示一個更複雜的電路.這個電路的方程是 


7 = /l + 


R,h 


C h 




以及 


2 





Q 3J5 


相當的拉氏變換的方程就是 


以及 


因此 


J = 

=Jl + J if 

^R\J ^ = 

= 1 J 2t 

Cs 2 , 


- RlJ ! 4- Ryf t 

^ a = 

= * 


y 2 ( s ) 

V,(sj 


F ( s ) 


+ R ] R 2 Cs 


放大就是 


K 


+ Rq) + R^It^Cs 

R 2 

M AjM 


i ?! + R , ? 

尺當然是小於 1 的，通常是在 0.1 和1之間 4 如果我們引進符號叫， 

L _取+私 


那末，傳遞函數就可以改寫成 


F(s) 


R , R^C ' 

I + ( s / r ^) 


1 + ( SM ) ' 

因此，傳遞函數在 一 对一個零點，在 —A 贺一個極點, 


頻率特性就是 


F(iu>) 


lo> 


UJ ! + ico 


如果我們引進無量綱頻率 


( 3 , 25 ) 


( 3 , 26 ) 


(3.27) 


( 3 . 28 ) 



Wi 


那末 


M 



T 


1 + (u 2 /r) 
〜 （1/ r ) + 


0 tan" 


於是有 




tan" 1 (^/ r u) 


(3.29) 


(3.30) 
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因此, 




(1/r) + u 1 Q 
1 + (^/ r ) 1 


tan" 1 ( tj~r u) — tan -1 


IT 


(3,35) 


圖就是 這個系 統的伯德圖，從圖屮我們可以看出，在 W = I 
顯著的相角落後 4 極大的相角落後發生在权=1點，也就是頻率 
的大小也還是方程( 3 .叫所給的 Smax , 


附近的 = 個頻率上有着 
» = J rw Y 的時候，它 


<0 g ]0^ 


* og 10 vr 


log 



log l0 u 


F ( iu >) 


J + f 


1 + f 


以 7 叫 


rto ^ 


圖 3.18 


mmmmmmmMm 假設飛機對於縱軸的轉動慣量是八 ♦是滾 動角， l 是 
關於‘®晶表數，<5是副翼的傾斜度， M 是由於副翼傾斜而弓 | 起的力倘矩， 
滾動角0的傲分方程就是 

l ^± + L P ^ = kd . 
at 9 at 

設 p =邮/办是滾動 速度; 以上的傲分方程就變成 

如果 t = 0時的滾動速度是0,那末，作過拉氏變換的方程就是 


( Is -^ L p ) P ( b ) = M ( s ), 


因此，傳遞函數 F ( s > 就是 


P(S) - = F(S)^ k = 上 _ J _ (3.36) 

A(s) K } Is-^L P L p 1 + ("W ( ’ 

正如方程 ( 3 .如) 所示，這個系統的運動狀態和具有阻尼器的懸臂彈簧以及簡單的相 
角落後電路的運動狀態是相似的.在這裏，時間常數厂是如果阻尼系數4非常 
小，時間常數6就接近於 oo , 系統的運動狀態就和簡單的積分元件的情况一樣了， 

3.4 二階系統 

我們爯回到具有阻尼器的懸臂彈簧的情形(圖 3.1). 不過，現在我們在阻尼器這一端 
加上一個質量這個質量引起一個慣性力抓 dV / ctP ， 因而運動方程就變爲 


F ( s ) 


Is 


(3.36) 




kx 


假定初始條件是: 
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v(o) 

dy 、' 

Jt 


队， 


(3.37) 


引進下列兩個參數以後，就可以 把徵分 方程改寫爲更方便的形式: 


如 5 


A 

m y 
c/m 


(3.38) 


叫就是 當阻尼器不存在時的質量彈簧系統的自然頻率. c 就是實際的阻尼和臨界阻尼 
的比値.這一無量綱的參數的物理意義在以下的討論中可以說明得更加淸楚. 這樣一 
來，運動方程就變成 








dt ri — • v dt 

方程（ 3 .39)連同它的初始條#(3. 37 )用拉氏變換的方式就可以表示爲下列的方程 

+ + u)l)Y(s) ^ ioiX(s) -h -h ( 5 4 - ^C^)y 0w 

m 於初始條件而產生的輸出就是 


(3.39) 


而 傳遞函數就愚 


Y ($)— 队 ^ + (?/o^ 4 - 2C^>o^o) 
C 沪 + 2fa3 0 s + u>l 


^3.40) 


F ( s ) 


Y { (S) 


1 


(3.41) 


因此，系統的放大 k = 
r>i 時， & 和&就是 


X ( s ) iS / o > J 2 + 2 f (5/ a > 0 ) + 1* 

1, 而且傳遞函數沒有零點，伹是它冇兩個單極點七和 t 在 


S 


f 


-C + ^ C a - 


0 


c > 


= - C - ^ C 3 - l , 

忉 0 


(3*42) 


當阻尼器的咀尼系數 c 比臨界砠足 2 s / mk 小的時候， （ 的數値耽會比1小，在那種情現 
下 ，極點 A 與是複共軛的，它們的實數部分和虛數部分分別是;1和 v: 




U 


C + Ul-c = (^ + iv)/% 


€ 




s a /^o = _C — l 一 C 2 = (A _ w)/c*>u 


e 


卬 i 


r < i ， 


(3.43) 


因爲 h /叫 和心/%的絕對値都是 1 ，所以可以寫成 e ±i? ^ 的形式.如果阻尼系數 e 是正的, 
A 就是一個 ft 數. 

由方程（3. 4 13)很容易就可以確定由於初始條件而產生的轍出 y c { t) t 對於 r < 1的 
情跟，傳遞函數的極點是由方稃 <3+43>所確定的，我們就有 


Vc ( t ) 




e n sin vt 4- c °s vt y 0 e At sin vt ^ 


v 


(3.44) 


旣然义是一個負數，轍出 Vc ( t ) 耽是衰減的，不過它是一個袞減的正弦式的函數，也就是 
說它是一個裒減的振摄.但是，對於 r>i 的情形來說，輸山 vc ( t ) 就是一個單純的袞 
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减，因此，如果阻尼系數 c 大於臨界阻尼 2 的話，輸出 y c < t ) 就沒有振盪，這就是臨 

■ » # « 

界咀尼的物埋意義. 

現花，我們假定輸入叫0是圖 3.3 所表示的單位階躍函數 l(t ). 這時 X(s >= 1/6-, 
對於 f < l 的情形， 


1(5) 


0 


s [(s — A) 2 + u 2 ] • 


因此，由於橄入而產生的輸出於 (（） 就是 


Vi(t) 


cos vt 4* 



sin ui 


e 


u 


對於 r > i 的情形，輸出 ％( t ) 就不是振盪的，並且由下式衷示: 


Vi ( t ) 




1 


1 


e 


e 


s z t 


2 々一 1 L C - Vc 2 — 1 C + ^"~1- 


1^3.45} 


(3.46) 


其中的 A 和如是由方程 
( 3 . 42 )所柃定的_在圖 3 +19 

中，對於蒞干不同的阻尼比 
値 C , 畫出了轍出此（纟）的 
運動狀態.可以看出來，如 
果希望輸出 Vi ( t ) 最快地 
接近於穩態 M , C 的値就不 
應該太大.可是，從另外一 
方面來說，如果 C 太小，就 
會發生持績較久的振#，而 
且超過穩態値的亭辱晕也 
會變得相當大.因此實 
際工程問題中馱必有一個 
折衷的辧法，在普通的工程 
實踐裏.總是把 C 的値取 
在 0.4 和1之間， 



^ 0 1 


圖 3-19 


如果輸人是一個正弦式的振盪,和方程( 3 」1)所表示的一樣，振幅是角頻率是 A 

那未’ ... 


Yiis ) 


x 


s 


% u ) 


F ( s ) 


x 




S S 。2 ^ o ^ qS -^- ctJp 


因此，在 f < i 的情形裏，輸出 y 以）馱是 


X, 


Vi ( t ) = x m F ( io >) e M + - 




e { X ^ iy)t 


Hzv A *4* z (v *— 


x \ 


2iv A — i(v — w) 


^[ X — i>)t 


(3.47) 
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3.4 


這裏的义和 v 是由方程 (3.43) 所給定的，旣然對於正的吼尼， A 是負數，所以，稳態的輸 
出也還是方程 ( 3. 47 ) 的第一項，這個事實和我們的普遍性的結果 ■ —方程 < 2.16) 是相符 
合的. 

根據方程 (3.41), 這個二階系統的頻率特性就是 


因此 U 


F(id>) ^ Mt ie =--- 

[1 一 （ W] + 2iC(^ 0 ) m 



0利 用^和 6»估計系統性 K 的間題可 以參顆 C 9 , 】 6 ], 
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道個系統的伯德圖就是圖 3,20 4 M 的極大値發生在 w /% = 1附近> 這時 Af 岛 iC ， 而 
一穴/2_ 當 oo 時，0 4 — 7 T ， 而 M 〜 1 /( 0 )/[*)。八也可以說 log M ^ — 2 log ( 0 )/( 0 ^), 


26 


工程 控制論 


3.5 


用聲學工程師的術語來說也就是：對於商頻率，科率是每個倍頻程一 1 2 .[> 4 分貝（一 H 0 4 
db / oct ), ‘ 

圖 &21 就是這個二階系統的乃氏圖. 

其他的物理系統往往也可以近似地看作是二喈系統.液壓伺 S 艮馬達就是- - 個例子. 
3. 3 節裏討論過的迴轉測速計的更近似於實際運動狀態的傳遞函數就是 




Ks 


(S/o3。) 2 + 2C(S/^o) 

應該把這個更精確的傳遞函數和那個在圖 3.11 中所表示的傳遞函数比較一下, 
計的 傳遞函 數就是 


加速度 


F ⑷ 


Ks 2 


(s/tL^f + 2C(s/w 0 ) -h 1* 

如果把一個電勤機當作一個積分元件看待的話(這也就是說，把電壓 U 看作輸入，把電動 
機轉子的轉角今看作輸出量,而不是把轉子的速度 d < p/dt 看作輸出），更精確的傳遞函數 
就是 


F ( s ) =——^——， 

si^s + 1) 

也應該把這個傳遞函數和以前在圖 3.8 中所表示的那個粗略的近 似的溥 遞函數比較一 
下.以上這些傳遞函數的分母都是一個二次多項式.這個多項式的各偭常數系數的葸哉 
和前®討論過的例子裏的系數的意義是類似的. 

3.5 確定頻_特性的方法 

在以前各節的討論裏，我們所考慮的問題的性質都是這樣的：假定巳經知道一個系 
統的詳細的構造,根據這些知識和基本的物理定徉算出系統的傳遞函數尸 U > 和頻率特性 

不難看出，這種確定頻率特性的方法垦一種理論的方法，它的結果的精確度完全 
依賴於我們對於系統的瞭解的精確程度.可是， 在丁程 實跷中，我們往往對於系統的詳細 
構造知道得很不完倜；也冇時候，酏然對系統的詳細構造知道得很淸楚，但是系統過於複 
雜，以至於使頻率特性的理論計算作起來电過分繁重，在這樣一些情況中，我們常常用實 
驗方法來確定系統的頻率特性.我們最容易想到的方法就是利用方程 (2.16) 所表示的這 
樣一個事實:在頻率是0的正弦式的輸入下，穩態轍出和輸入的比値就是頻率特性 即岐 
輸出的拫幅和轍入的拫幅的比値就是輸出和輸入的相角差 就是^ 因此，如果用實 
驗方法东確定頻率特性就必須在所需用的頻率範圍之內.對於若干特殊的頻率値 u 測量 
振幅比値和相角差.事實上，確實也售靈把這個方法用到某些系統上去過，例如，比較簡 
單的油泵系統”和相當複雜的整個飛機的縱向運動的系統' 這個方法的缺點是:對於一 
個比較寛的頻率範圍就常常需要對很多不同的頻率 w 的値作很多的測畺.並且有時候也 
很難測量輸出和輸入的相角差. 

另外一個更有效的方法就是：同時激發起所有的頻率，而不是對各個頻率進行個別的 


1 ) H. Shames, S* C\ Himmcl, D* Blivas, NACA TN 2109 fl 9 S 0 ). 

Z) VT ， F. Milliken, /, Aeronaut. ScL f t4, 493 (194 7); 也可 以參閉 [17— 21】, 
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缴發.爲了達到這個目的，最好的辦法就是用一個單位冲量作輸入.這時，根據方程 
aia >， 對於穩定系統 （r = 0 ) 來說， 


Mt ) 


2 tt 


f + " F(io>)e i 

J •:* 


fc du ) 



l 3 tF ( ia >) cos wt — 3 F ( iu >) sin tat ] do >, 


( M 9) 


其中贝和 3 分別衷示實數部分和虛數部分的符號，這個方程的第二個等式可能娃由於 
有關係式( 3 .1 7 )的緣故.方程( 3 別> 表 I 輸入的單位冲量亨等哗激起了所有的頻率(這 
也就是說，各個頻率的振幅都是同一數董級的）.當系統對量的反應 mo 已經知 
道的時候(我們只要作一次實驗就可以測出 h ( t )) 3 我們就可以用下列公式計算頻率特性. 


F{iu>) 


0 


h ( t ) e - if 9 t dt - 


( S *50) 



矩形腔冲 



對於任何一個固定的 w 値，我們都可以用數値橫分的方法算出這個積分. 

然而,實際上，一個堙想的冲量是很難眞正作出來的.比較實際可行的輸入是矩形的 
脈冲和三角形的脈冲，就 
像圖 3.22 所表示的那樣. 

這樣一些脈冲當然不能均 
等地激起所荀的頻率.但 
是，如果我們把脈冲的長 
度 r 作得相當小的話，也 
就可以認爲，已經相當理 圈 3 t 22 

想地達到了均勻地激起所有頻率的目的.西門斯 ( R . Cl Seamans 〉 和他的同事們就曾經 
用這種冲量激發的方法去確定一架飛機的頻率特性欠他們還提出一穐根據測量到的输 
出 办⑴ 訃算的近似方法.克爾夫曼 （ H . J . Curfman ) 和格第內爾 （ R . A . 

diner 产把這種處理實驗数據的方法又椎廣到输入是任意形式的情形中去， 

3.6 由多個部件姐成的系統 

在 3 .1 節，33節和 3.4 節所討論過的邱些系統實際上只不過是某些更複雜的系統的 
部件而巳， W 際工程中，穩定裝置和控制裝置所需要的却常常是這種複雜的系統，以飛 
機的橫滾運動爲例.通常是用電流作控制副翼轉動的信號.這個電流信號就是一個包含 
放大器和計算裝置的部件的输入，在這個部件裏當然包含會有某種電路，&還_0了能包含一 
些電子管.這個由放大器和 f 卜算裝 a 所組成的部件的運動狀態是由它的傳遞囪數 
所確定的.再把這個部件的輸出取作轉動副翼的液壓伺服馬達的輸入.液壓伺服馬達的 
運動狀態是由傳遞函數所描述的，最 後上伺 服馬逹的鹸出，也就是刟翼的轉動，取 
作那個代表飛機的横滾動力特性的系統的 输入； 假設飛機的動力特性用傳遞函數 nu ) 
來表示;那末，橫滾動力特性系統的輸出就是飛機的橫滾運動 r _這裏，從滾動的控制信號 


1) R. C, Seamans, P 4 Blasingame, G* C* Clementson, /. Aeronaut. Sci* f 17, 22 (19S0), 
1) H* Ji Curfman and R, A* Gavdirier, IS'AC A TR 9S4- (1950), 
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一 ^• 一 — - - • 1 • | ■一 • •一 4 • I ■ ■ ■ ■ ■ • •• 

到滾動運動，在系統的各個部件之間有茬一系列的#系.如果用 rG ) 表示控制滾動的佶 
號，用 邮) 表示飛機的橫滾角的話，那未，相當的拉氏變換的關係就是 

^ i (^) = F ,{ s ) F 2 ( s ) F 1 ( s ) X ( s) t 

因此，整個的横滾控制.系統的傳遞函數就是乘稷從這個例子乜還能很 
淸楚地看到這樣一個事實：一般說來>傳遞函數&有量綱的， w 爲它是兩個不同兑綱的物 
理-黃的比値.彺現作的這個例 T 裏，作爲輸入的滾動信號是一個電流，可是作爲輸出的橫 
滾角却茲一個角度，電流的 豉綱和 角度的量綱當然是不同的. 


X⑷ ■■ ‘ ■ F 1 (a) -►— F z {s) 



警彎婦 




F n { s ) 



Y(s) 


圖 2.23 

—般説:來，如果一個系統是由 U 個個別的部件串聯組成的（圖 3 - 23 ), 並且假設這些 

部件的傳 EK 数分別是 -^ FAS ), - t F n ( s ) y 而放大分別是…, 

K r ，“、 麼,整個系統的傳遞函數 F ( S > 就是 

F ( s ) = F ^ F ^ s ) … F f (s) … F n ( s ) 4 <3*51) 

整個系統的放大 X 就是 

K = ICiK ^ … IC T … IC n • (3.52) 

從方程< 3.51) 很明顯地看出/在一個系統襄傳遞函數 F ( S ) 的零點和極點也就是各個個別 
部件的零點和極點的全體 〈當 然也可能杯某一個部件的零點和另外一個部件的極點互相 
抵消的情形).因此，如果再用方程 (3.52) 算出整個系統的放大傳遞函數 F(s) 就完 


全被確定了， 

系統的頻率特性是如果第 r 個部件的頻率特性是 M T e i&r 的話*那末, 


根據方程 (3*51) 就有 


所以 

log ^ M ^ l^S^lO ^1 ~h I 吗 10+ …+ 】 0gio Afr + … loglo 财 ”》 ) 

而 [ <3-53> 

B ^ 0丄+久+…+心 ~h *** +没 n, J 

由方程 （3.5 S ) 就可以理解在伯徳圖中爲什麼要採用對數尺度的理由.採用了衡數尺度以 
後，就可以使尋求系統的特性的工作大大地簡化了，因爲 R 要把各個組成部件的伯徳圖棧 
的坐標簡單地疊加起來就行了. 


3,7超越的傳遞函數 

不只 是常係數綫*距常微分方程的初値問題可以用拉氏變換法來解，對於綫性偏微分 
方程的情况 1 K 具有分佈參數的控制系統的微分方程就常常是偏微分方 程）， 只要方程的系 


1 ) 可以參考 H. S, Carslaw and J» C. Jaeger, “Operational Methods in Applied Mathema- 
tics M , Oxford University Press, New Yorkj 1941 ; 或 R. V» Churchill^ ^Moderu Opera¬ 
tional Methods in Engineering, J, McGiaw-Hill Hook Company, Inc” New Yoi.k, i944. 
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數與時間 S 變數 t 無關，而且邊界條件中關於丨的部分可以用對時間變敫 t 而言的初値 
條件來敍述，那末，拉氏變換法還是可用的.作過拉氏變換以後，原來的偏微分方程中的 
時間自變數〖就铍消去了，冋時也就出现了一個新的參數1原來的方程就變成一個對 
於其餘的自變數的微 讣方程 （因爲3並不是新微分方程的自變 數)， 然後】 就4以用其餘 
的邊界條件把這個微分方程解比來.這樣得到的解裏，當然包含了參數匕把這個解進 
行拉氏反變換就可以得到原來的 偏微分 方程的 m 了，這種解法的予續顯然是比第二章討 
論過的常微分-方程的解法複雜得多.佴是，從另一方面來看,如果在變換後的方程的解裏 
把任意兩個特定的量加以比較，我們可以看到，它們之間的關係仍然是綫性知，如果把 
其中的一個看作是輸入，把另外一個看作是輸出的話，那末，它們的比値還是一個 s 的函 


數，我們也還把這個函數看作是傳遞函數 F ( s ). 不 
過，有一點是不同的：這個傳遞函數不再 是兩僩 s 
的多項式的比値了，一般地說，它是一個 s 的超越函 

數. 

現在我們來擧南個例子： 

酋先，我們考慮這樣一個閜辱:有一座墻壁 
(例 如爐壁 K 圖 3 . M )， 它的厚 k 是 k 寬度和 高度都 
可以認爲是無限大的.墻的導熱系數是< 熱嵙 
是(也就屋密度和比熱的乘積)是墻的左面 (也 
就是坐標^ = 0的地方）的溫度是一個已知的時間 
函数 w = u ( t ), 墻的右面（也就是 X ^ l 的區域) 

是熱絕綠的.假定墙的初始溫度是 L 很明顯, 
墙內各點的溫度0必然朵坐標^和時間 （ 的函數 
e ^ e ( x t t )^ 6的微分方程是 

7 m 68 

k dx ^ = C dt t 



(3,54) 


初始條件是 

8 { x , 0) = 

= 0 , 

(3.55) 

邊界條件是 

8 ( 0 , t )= 

= 狄 ( t ). 

(3.56) 


dd 

dx 

X-si l 

= 0. 

(3.57) 


現在我們用拉氏變換法解這個問題：0的拉氏變換是 


U 的拉氏變換是 


0 ( x f s ) ^ 6 ^ 6 ( t ) dt . 


U ( s ) = e ~ at u ( i ) dt t 


(3.53) 


把方程 (3_58) 對徹分兩次，就得出的拉氏 變換： 

ox 2 

「 e_ 一 dt 
dx 2 人 dx 1 

U 的拉氏變換就是 
dt 


(3-59) 


« a (^ r 

00 e^dt = dcr 以 

dt L 」<=o 


因爲%時， e —— 0,而纟 = 0 時， 


G ( T 9t dt 


6 e^ Bt + s 8 

- t = 0 


68 


dt 


= 叫， °)= °，所以瓦的拉氏變換是 

e 一的 dt = s@. 


(3.60) 


因此，把方程 < 3 .54) 對變數 f 作拉氏變換就得 

k = csS 

把邊界條 #(3.5 Q 和 (3.57) 也加以變換，就 得到： 

當 z = I )時，@ - ^( O y S ) = U ( S ) 

业 …. 60 d 8 \ _ 


(3.61) 


當$ 


备 0 — f-l 

dx ox 


0, 


(3.62) 

(3.63) 


把 S 看作參數，方程 (&01) 就成爲常微分方程 

T ㈣ 


dx ^ 


也就县 


d ^9 

dx 7 


cs 


0. 


(3,64) 


設 




CS 


那末，考慮到邊界條件 (3.62) 和 (3.63), 方程 (3.64) 的解就是 

0 = 0(^ >S ) = (3.65) 

ch pi 

對於具體的函數我們就可以把方程( 3 .郎)進行拉氏反變换而最後得到原东問題的 
解0 = 0( x y t) w 

如果把墻的左面的溫度 t /( s ) 看作這個系統的輸入，把墻的右面的溫度 @( i , ⑺看作 
系統的輸出，那末，根據方程系統的傳遞函数就是 

EV 。、 _ 好（1， S ) _ 1 1 yo v 


F ( s ) 


U ( s ) ch pi 




(3.66) 


這個傳遞函數就是 s 的超越函數. 


其次，我們再來考慮一侗二維機翼现論的問題' 在以均匀的水平速度 U 梳動的氣 


1) W, R. Sears,/ ， Aero?iaut. Sci. 9 8, 104 (1941). 
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流裏/有一個弦長是 c 的機翼 (圖 3.25), 假定氣流又在鉛直方向上發生了一個擾動速度 


V . 如果^對於水半坐標以及對於時間 f 都是正弦函數的話就可以表示爲 

v(x y t) = • 卜 ( 囑， 


(3.67) 


這裏，\是振幅 ，是 "頻率”，西爾思 ( W . R . Sears ) 曾經考慮了這樣一個擾動速度 L 
對於舉 力系數 G 的影響 r 舉力係數”就是機翼上毎單位面所受到的平均舉力被“動力壓 








匿 | 3.25 

力 IpP 除所得到的商數,這裏的是氣體的密 度）. 他證明 

Ci = 27ra m e ivt ^(k) t 

其中 

T <aG 


(3.68) 


(3*69) 






(3.70) 


K^ik) + K^iik) 

這裏的心和 心表示 第一種貝塞爾 （ Bessel )® 數，坞和 K 表示第二種變態的貞塞爾函 
數.因此，如果把 t '( O ^) 的拉氏铤換取作瑜入，把 C t ( t ) 的拉氏變換 F ( s ) 取作轍 
出，那朱，傳遞函數厂⑴就是 


Y ( s ) 
X ⑷ 


F ( s ) 


而頻率特性 P (心）就是 


2ff 




(3-71) 


所以，頻率特性是 o > 的超越函數. 


此外，如果系統中包含冇時滯(參閱第八章）的部件那来,系統的傳遞函數也會 
是超越函數. 

都根基 (J. Dugimdji ) 曾經把超越傳遞函數和超越頻率特性的槪念應用到飛機的機 
翼顫震問題的研究上去\ 


1> J , Dueundji ( /■ Aeronaut . Sci t , 19 , All (1 Q 52) 4 



第四章 

反饋伺服系統 


在這一章裏力們將耍介紹近代的調節技術和控制技術中最重要的一個槪念的 
槪念.我們將要借助於最簡 單的系 統——常系數綫性系統的討論來引進這個槪同 
時，我們還嬰說明，爲什麼採川反饋方法就能够使系統大大地增加控制的準確度，並且顯 

著地提髙對於控制信號的反應速度_最後，我們還要講解一下保證尽 f 增啤序娜的穩定 
性並 R 使它具有最好的運轉性能的設計原則. . 

4.1 反®的槪念 

讓我們來考慮控制渦輪發電機的轉速的問題.在這裏，最重要的要求就是使轉速非 
常接近於額定的固定數値，而不要發生較大的偏差.對於這個問題來說，最初等的處理方 
式就是所謂喷尽垮，的方法,採用這種控制方法的時候，我們就必須隨時設法使汽渦輪機 
所產生的轉發電+機本身所需要的轉矩和負載轉妞處於平衡狀 f 虚，具體地說，我們可以 
這愫作:隨時用儀表測#負截的數値，並 FL 隨時根據測量的結果調節汽渦輪機的閥門.佴 
是，可以想像到，這種平衡的方法不可能是完全精破的，總會存在一個偏差轉矩叫£),這 
個 M 差轉矩的存在就耍使發電機的轉動產生加速度，如果我們用 y ( t ) 表示實際轉速和 
額定轉速之間的偏差，用/炭示發電機的轉動部分的轉勤慣量，用 c 表示磨擦損失的阻尼 
系數.那末，微分方程就是 


j dy 
dt 


+ cy = x{t)^ 


(4.1) 


圔 u 就是這個開路控制系統的方塊圖.我們看到，這個系統與铕三章研究過的一 

階系統是相似的.這個系統的時間常數是//^偏 
一… 差轉速的穩態値和偏差轉矩的比値是1/1因爲渦 

YiO 

輸發電機的轉 f 的重景很大，所以/是一個很大的 
數値； 但是，因爲磨擦损失相當小，所以 C 也驮是一 
個很小的數値；由此可見，時間常數/斤就是一個非常大的數値，這也就意味着，任意一 
個轉速的偏差郡要保持很久的時間 > 而 n _ 很難使它迅速地消失棹.不僅如此，由於系統 
的放大1 A 很大，所以，如果希望偏差轉速扣當小，就必須要求偏差轉矩極端地微小.不 
言而喻，這樣一個 H 的仵於維持發電機轉速不變的開路控制系統，茌實際工程中是十分無 
用的， 

現在，我們再來看一看，把開路系統改爲具有反饋作月!的所謂〒續學予 啤以後 ，系 
統的運轉性能發生怎樣的變化，進行閉路控制的時候，我們使對系 kk 控用的力矩 
與被控制的變數發生關係.這也就是說，蒸 fl 闕門的調節不僅要依據負載的情况， rfn；li 
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也還要和偏菪速度 Z / 有關係.假定控制轉矩的琯二個飢成部分與 V 成比例，比例常數是 
— ¥>(})• 當轉速過高，也就是2/ > 0的時候，就把閥門關閉起來，同時，使發電機加 
速的轉矩減少岵.如果轉速過低，也就是 y <0 的時候，使發電機加速的力炤就會增加 
心.因此，現在 V 的微分方程就變爲 

I 每 +cy - x — hy. 


也就是 


/_^ + (c + _ = _. ⑽ 
方程( 42 )與方程( 4 .1)唯一的不词之點就是把 e 換成了和數 c + fc . 現在，時間常數就 
變爲 //(c + fc ), 而偏差轉速的穩態値與不變的偏差轉矩的比値就變成 i/(c + AO . 因 
此，與開路控制系統相比較，只耍我們使&比 c 大得很多的話，就可以使時間常數和偏差 
轉速大大地減小*因爲 c 很小，所以，實際上使 k ' pc 也是很容 易的. 從這個例子可以看 
到，其餘的條件都不必加以改變, A 要把開路控制系統加上一個尽寧寧命使它變爲閉路控 
制系統的話，系統的反膘速度和控制的精確度就可以提高很多， kit 叮以大大地改進 
控制系統的性能. 

圖 4 . 2 就是上述的閉路控制系統 
的方塊圖.圖中代表 n 輪發電機的 
原有的傳遞函數 A ( s ) 和圖 4 .〗裏的 
h ( s ) 還是相 ㈣ 的.在圖 4 . 2 裏，我 
們還引進丫伺服控制工程中的一個 M 
定:在表示混合器 （ 也耵時稱爲比較元 

« ■ « ■ i » 

丹 0的符號旁邊必須用加號或者減號 ft 明混合器對於相當的轍入信號的作用.例如 
圖中的混合器的轍入信號是 尤⑻ 和作⑻，樹®圖上標明的作用符號，混合器的轍 
出信號就朵尤(幻 一 / cY ( s )^ 如果在兩條綫路的接侖點上 K 畫了一個圓點，就表示對那 
裏的信號只有"测量”作用，並沒有相加或相減的作用(在這一點上表示控制系統的構造的 
方塊™和普通的電路圖是不柑同的），因此，圖 4 . 2 表示偏差轉速"在系統的輸出部分上 
被測量了，而 K 川測量的結果產生出控制轉矩岵.從圖 4 . 2 可以看出，閉路控制系統屮 
包含了一個反饋綫路 ( A ( s ) 所在的綫路）_因此，把整個控制系統稱爲反饋伺服系統是 
很恰當的. . 

雖然在上面所分析的這個簡單的例子裏，我們是用把方程( 4 .1)和方程( 4 . 2 )加以比較 
的方法來說明反饋伺服控制系統的優點，可是，對於更複雜的系統，只用到傅遞函數的槪 
念的分析方法也是很方便的，在以下各節中，我們就來說明這種分析方法. 

4 . 2 反 m 甸服系統的設計準則 

我們來考虛一個-般的反饋伺服系統 t 這個系統的構造和圖 4 , 2 所表示的系統相同， 
伹是 h ( s ) 和 F ^( s ) 记兩個憚遞兩败延任意的. F 以） 稱爲前向綫路的傳遞函数， F 2 ( s ) 


港合器 



hY {$) 


V («) 


徐出 


圔 4‘2 
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稱爲反饋綫路的傳遞函數.在一般的情况下，輸出 Y ⑻與輸入之間的關係就是 


y<s) = F.i^lXis) — A ⑻ y(s)]. 


把 y(s) 從這個方程解出來，就得 

r ⑻ 


^( s ) 




(4-3) 


X(s) 1 -f Fj(s)F 2 iS) 

這裏， ^ s ( s ) 就是系統的傳遞函數，也就 是整® 系統的輸出與幟入的比値， 

爲了以後討論 的便利 ，把咫 ⑷和 F,(s) 的放大 ^ 和 A 也明顯地表示出來，我們把 


Fj(s) 和 F 2 ( s ) 寫作: 


Fl ( S ) = 

= K 2 G 2 (s)J 


(4.4) 


因爲放大 K 的量綱和傳遞函數 F(s) 的贷綱 相同，所以，這裏的 G( S ) 顯然 是無鼂 綱的函 
數.因爲 G(s) 的零點和極點也就是 F(s) 的零 點和極 所以，所祁關於巧幻的“構造” 
的 知識都 S 含在 G(s) 裏而了.非常明顯、相當於 G(s) 的放大郡是1 : |G (0)| = 1.由 
於這樣的作法，在以後的討論屮我們常常把傳遞函數對系統所起的作用看作是雨侗分別 
的作用的結果：一個是放大瓦的大小所起的作用，另外一個是零點和極黠的位置所起的 
作用，也就是<?(幻’所起的作用.把作州進行這種劃分的理由，還因爲有以下的事贳：如 
果在一個系統中包含祁由放大器和計算器組成的計算部件，那末， G(s) 只 與計算 
器有關，而與放大器無關;系統的放大却是 R 决定於放大器的.此外，在系統的設計裏，這 
兩種不同的控制作用幾乎是完全互不相關的.闼此， G(s) 和 K 可以分別地加以改變，同 
時也可以給以分別的考慮. 

利用方程 ( 4 . 4 >，方程 ( 4 ■ 3 ) 就可以寫作 


假定由方程 (3.11> 所定義的偏差僧號 e ⑴的拉氏變換是丑⑻，就帘 


Y(s) 


_ X(s> — Y(s) 

= — ^ W ^ 


^( s ) 





K . G ^ b ) 


[1 一反 2 G a ⑷ ]_ 


(4.6) 


對於圖 4 . 3 所表示的那種 f 罕❾尽聲部晖 f 辦說，反饋綫路的傳遞函數 W 就是1， 



圈 （3 


這也就是說，在進行反饋控制作用 
的時候，僅僅對幟出作了測量，並且 
直接把測 ft 的結果用作反 ea 信號， 
並沒有把測 a： 結果加以任何的改 
變，在這種簡單的情况下，方稈 


(4.5) 和方程( 4 . 6 )就簡化爲 


和 


E(s) = 1 

Y(s) = KG(s) 


( 4 . 7 ) 

(4.8) 
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對反饋伺服系統的®—個耍求就显 f 竿毕.這吡就是說，在輸出運動 2/0) 中,除了 
芷弦式的組成部分之外 j : 他的成分都應+當^阻尼掉.然而，2,4節的分析表明，系統的 
穩定性條#用數學的方式來說就相當於:函數 F #) 在 s 平面的右半部(也就是^的實數 
部分是 E 數的部分)沒屯極點.對於一般的反饋伺服系統來說，根據方程 (4.5), 仏⑷ 的 
極 K 就是 



F,(s) 



⑴ 


+ K ^ G 2 ( s ) 


的零點.對於簡眾的反饋伺服系統來說，根據方程 (4.7), F a ( S ) 的極點就是 


(4,9) 


F “ s ) 一 KG ( s ) + 1 
的零點.闶此，反饋伺服系統的第一個設計準則就是: 


(4,10> 


a ) ft ^(^9)^^(4 jo )^^ ftfjgci / n ( s ) ^ fm s 

心. . . 

琴 

對反頷伺服系統的第二個要求就是: 爭寧巧 尽豕如果6是 A ( S ) 的一個極點> 以 
節的分析表明.輸出運動中就包含冇個 成分. 所以，系統的反應速度决定於 
〜的大小.〜的數値越大，時間的尺度就越小，所以，反應就越 a 速.因此，反饋伺服系 
統的第二個設計準則就是： 


(2) 

会_4,职 干寧丰 寧秦娜應該在‘®“釦去 

士 1 >• . 

♦ 

如果我們所設計的系統是一個爲/進行锋@學,而用的反餌伺服系統(所謂 a 位置控 
制”的意思就是希望系統的輸出信號本身總是着入信號本身的變化而變化.我們常 

常把這種系統稱爲哮爭孕蜱)，在過渡過程結束以後的 率中- 雙单琢雖寧即寧：噢译$ 
哮 哗增苹，這也就是差的穩您値和檢出的穩態 ko )/ Y ( Wm - m . 

和方程 ( 4 . S ), 可以把這樣一個要求換成對傳遞函數的放大的要求，這也 

就是： 


(3) 在位置控制的情况下，爲了控制的糈確度，對於一般的反饋伺服_系統 (4.6) 鱿應 
該要求 

士一 [1 一坞]〜0， (4.11) 

轉 ff 娜印娜神 (‘ 嘴轉辨 

^>>1. (4,12) 


以上給出的三個條件（1)，（ 2 )，（ 3 )就是反饋伺服系統的設計準則.伹是，贾際上 
⑻，（ 3 > 南個條#是很難得到十分理想的滿足的，這也就是說系統的穩定性和反應速度之 
問經常是有矛盾的，所以，爲了實際的工程 H 的就不能够無限制地提高系統的穏定性和反 
應速度，在以下各節的討論裏，我們就可以看到一些處理這種矛盾的折衷辦法. 

0閼於逗個準則此更嚴 fe 的敍述可以參閱 [ 23 ；1. 










36 


工程 控制論 


4.3 


4.3 乃氏 （ Nyquist ) 法 

旣然，正如前面所提到過的那樣，普通的傳遞函數都是兩個 s 的多項式的比値，所以 
上一節中的第<1 ) 準則也就相當於屢求某一個多項式 的零點 全都在〃的左半平 E , 這是 
一個古典的問題，路斯 ( E . J . Routh ) 利用了所謂的“路斯不等式”解决了這個問題，路 
斯不等式裏所 包含的 R 是被考慮的多項式的系數 u . 但是控制工稈師並不喜歡用這個方 
法,因爲當多項式的系數有變化的時候，路斯不等式的變化情況是很難捉摸的 . 由於傳遞 
函數是比較原始比較直接的賣料，而 JL 它也能被工程師所"物理 地叮解 ，所以工程師們寧 
願探用一種直接從方程或 (4.10) 的傳遞函數下手的分析方法，而不願意把傳遞函數 
再加以變化， 

乃奎斯持 ( H . Nyquiat ) 發明了一個這樣的方法.我們把這個方法稱爲乃氏法.乃 

氏法的數學基礎是一個關於解析函數 /( O 的定理，這裏的 s 赴 一個複狻數.這個定理娃 
柯西 （ Cauchy ) 所發現的~ 


c ns] n ^ mm. . 

力 1 的定理 丄 們•斯的路 “ c 就包含了 


整個的右半毕面，因爲實數部分是芷數的零點只能在這一個 

區域裏，圖44所表示的就是這樣一條路綫，這條路綫包括了 

虛軸和一個在虛軸右邊的半徑是 ㈤ 的半圚.首先 ，我們 

來研究比較簡單的情形，也就足簡單的反韻伺服系統的情形, 

由方程 (4.10) 我們可以看到， v 仏 (o 的極點就是 g ⑻的零 

點，如果 G ( S ) 在 s 平面的右宇部的零點的個數是 m ， 那末， 

⑻在 C 的内部就有 m 個楹點.因此，如果希望 1 / A ( s ) 

在 s 平面的右半部沒有零點，那末，當 s 沿着圖 4 . 4 裏的 C 

(尺 — co ) 走一圈的時候，就必須要求 1 / F 3 ( s ) 圍繞原點以反時針方向轉 m 但是，根 

據方程 < 4 . 10 ) 很容易看出來，這也就相當於要求 l / KG ( s ) 以反時針方向圍繞一 1 點轉 m 

圈， 然而>又回爲凡是一個常數，所以上面這個判據也扣當於要求 】 / G ( s ) 以反時針方向 

圍繞一 K 點繞州 M . 不 言而喩 ，當 G ( s ) 在 s 平面右半部沒有零點，或者 m 

乃氏穩定準則要求向量 l / G ( s ) 不圍澆 一 K 點轉動， 

現在，讓我們用下列的簡眾的傳遞函數來說明這個方法的應用： 

1 



0,那末， 


也就是 


G(s) 


s 〈 1 + r / )(1 + ) 


(4.13) 


1/ G ( s ) = $(l + r 】 s)(i + t ^ s) w 


0 路斯不等式常常拽稱涔路斯 - 胡爾維我 (Hurwitz) 不等式.這個樓定性的利定方法的洋細情况在關於運勐 

锗定性的教科害以及一般的調饰理論敎科害中都可以找到 . 道個方法的證明可以蓥閱 1 + ， 25 ], 

2 ) 關於這 個定理 的證明 ，可 # 閱 Whittaker and Watson, “Modern Analysis” (Cambridgre-Mac- 
millan, 1 H 3 ) 的第節> _ m 頁；&其他 的關於孩踅數 函數 S 的敎科書， 
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G(s) G(io>) 


io>(l + 


在 Q ) = U 點， 1 / G ( io0 = io . 當 < o ^+ co > 1 / GO )— — ioo . 闶此，在 W 從 0 增加到 
+ oo 的過稃中，昀蛩 \/G(io>) 的大小也隨之增加，並且相角從 tt / 2 增加到 3 tt /2. 根擄方 
稈（ 3 」 7 ),相當於貨 w 値（一〜<0<0)的 1/ G (如）的端點所描费出的曲棧也驶足相當 
於正 o > 値的 1/ G ( W ) 曲綫對於實軸所作的 K 反射' 所以，當 s 在虛軸上從 一 ioo 走到 
+ ^的時候， 1/ G ( i ^) 在圖4 J 上就描®出 

曲綫 abOc, <* 

當 s 走過圖 4.4 上所表示的半圓的時候， — \ 

1/G ⑻〜< 所以，當 s 從 +— 沿若： rifi! / iT , 

以順時針方向轉到 一 ico 時， 1/G(s) 也是順 / / I \ 

時針轉動的，不過 i / g ( s > 所轉:過的角度3倍 (I b /L \ 

於 s 所轉過的 角度.在圖 u 裏，這一部坪 ~ r 4 — ^ k^wo - ] —- 

曲綫是以從〃到 u 的那一部分所.表示:的.^ \ V \ / 

據這個圆形來看，如果咒=瓦 7 像阃形所畫 \ V \ J 

出的那樣，那末，向量 vg ⑷圍繞一心點 J 

轉動的總幽數等於審（因爲順時針方向旋轉 

的一圈半⑽和反時針方向旋轉的一圈半 r 

a 60 c 恰恰互相抵消了） • 旣然方程( 4 .1 3 )所 囿4」5 

給的這個函數 G ( s ) 根本沒有審點，而 1/ G ( s > 對 一 心的轉動圈數也是 0. 所以反餓伺 
服系統是穩定的.如果，像圖 4 . 5 所表示的邢樣 J = 那末，向量 I / G ⑷圍繞 —K u 

點就轉動了兩豳<曲綫的心 Oc 部分凿一/^點在順時針方向轉了半圈， ca 部分以順時 
針方向轉了一阁半)，由於轉動阇數2不等於 G ⑻在右半平面的零點個數0,所以 
在右半平面冇雨個極點， M 而反饋伺服系統是不穩定的.從以上的討論可以看出，如果 
mzK 的値相當大就曾使這個系統不穩定，系統的穩定放大値與不穩定放大値的分界 
點是\使系統穩定的放大値 K 必須在原點和這個點之間： &<— K <0. 

對於一般的反 m 伺服系統來說，關於穩定性的問題也就是方稈 (4.9) 所表示的函數 
i / J ^ ⑷在 s 平面的右半部打沒冇零點的問題.對這個函數直接應用柯西定理是很不方 
便的，因爲如果這樣作的話，我們就必須把向量 l / KQs ) 和向量相加起來才 
行.現在，我們假設仏⑷ 和仏 ( O 在右半毕面的零點的個數分別是叫和，， G 如）和 
<h(s) 在右半平面的橄點的個數分別是 h 和並且假定所有這些零點和橄點 都互不 
相等，那末， 1/^(5) 在右半平面的極點的個數顯然就是叫+%.現在，我們把 l/F,(s) 
用 K,G,(s) 除一下.這個演算就使表示式 1 / F 3 ( s ) 增加 f 叫個極點和〜個零點，但是， 
還有這樣一嵇可能 性:在 作除法的時候，因爲有些 " W ) 的極點或零點和 0,( 3 ) 的一些 
碰點或零點是相同的，所以這些零點和極點就互梠抵消棹了，假設這樣抵消掉的界點成 
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極點的個數是《,那末 1/F 八 s)K 2 (s) 在右半平面的極點的個數就是 m L + ^ 4 - m 2 — a^ 
現在就有 


X 


r 


F ^ K ^ is ) I ^ J ^ G 乂 s ) G 2 ( s y ' 1 (4il4) 

根據方辟 WU / FAG / s ) 在右半平面的極點的個數和 l / K / Z ^ WG / s ) 在右半平面 


的極點的個数足相等的 T 所以也狄等於攸 1 + W. 旣然％ + m 2 H- m 2 一 a — ^1 + 

所以 仏一 « = 0 , 戕們假設反0系統是穩定的，因此， l / FJs ) 在右半平面沒釕零點 ，闶 
而1/7^⑻ K 戒⑺花右半平面的零點的個數就是％ — «，也就娃 0. 所以 l/F d (s)K 2 G 2 (s) 
在右半半面 乜沒 冇零點.爲了淸楚起見，我們把各個函數在右肀牢面的零點和極點 


的個數列在下列的表 4.1 中.因此，當 s 走過圖 4.4 所表示的那條曲綫 C 的時候，向 ffl 

表 么 1 


函 數 

在右半平面的零點個數_ 

在右半平面的極點悃敢 

q ⑷ 



G t (s) 

! 

n t 

I/^CO 

1 

0 

m l + 

l/F,(s)K s G,(^ 

n % - a 

nti + + mi — a — ?n l + 


l / F s ( s ) K 2 G 2 ( s ) 就應該圍繞原點以順時針方向轉動 一 （岣+，>園.根據方程 U .1 4 ), 
這個穩定條件也就相當於要求向是圍繞一 1點以反時針方向轉動 
叫+饥 2 圈，或咨要求向量 l/G l (s)G 2 (s) 圍繞 （一 仏仏）點以反時針方向轉動 m , + ^ 
圈.這就是一般的反饋伺服系統的穩定性的乃氏法， 

正如圖 4.5 所表示的那個例子一樣，乃氏法十所用的曲綫的最重要的一部分就是栢 
當於“的那一部分.因此，我們可以用前向綫路和反饋綫路的頻率特性來蓖接解决系 
統的穩定性的問題.旣然，系統的郁伴的頻率特性的數據常常可以用實驗方法確定，所以 
這種可以直接利用實驗資料的方法是很有利的.這是乃氏法的優點.乃氏法的缺點在於 
它不能够確定穩定的程度，也就是說它不能回答這棟一個問題:如果系統是穩定的，那末， 
它的阻尼到底有多麼大呢？爲了解答這個問題，我們可以把已有的準則改變成這樣:要求 
l/F e (s) 在一條位於左半平面而平行於虛軸的直綫的右方沒有零點.這條 fi 綫和虛軸的 
距離 一 A 就表示最低限度的阻尼*所以 R 嬰把路綫 C 適當地改換一下(沿着路綫的 s 以 
及 C 內听包含的零點個數當然也隨之改變了）乃氏準則仍然是可用的，但是這樣作的時 
候，我們必須知道的是傳遞函數 在匿綫 s = —;. + — 上的値，而不是在$ =心上的値 
了.所以，關於頻率特性的賢料就不再能直接應用了，這樣一來，乃氏法就失去了它的主 
要優點，伹是.對於這個問題，艾文思 ( W . K . Evans ) 11 發明了一個不同的處理方法，這侗 

方法比乃氏法要好得多了，在下一節裏，我們就來討論這個方法. 

4,4艾文思 ( Evans ) 法 

我們先來考慮簡單的反韻伺服系_情形，這時，基本的問題就是求出下列方程的 





0 W. R. Evans, Tram. AIEE t 67, S47 —551 <1948). 
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根 


其中的 G ( S ) 是巳知的函數, 


0 


1 


(4,15) 


F s (s) - ' KG(sy 
艾文思法的基本作法就是把這些根確定爲放大尺的函數， 


所以這個方法也稱爲學 取呼毕.如果我 們用艾夂思法處理問 m ，恥来，桕應於對根所提出 
的任何要农，我們都可] ak 到合 乎耍求的放大 k 的数値. m 此，川這個方法所能作到的 


事情比馑只滿足 4 + 2 節中第 ( 1 )準則要多得多，並 R 對於 4.2 節中所提出的反饋伺 服系統 
的所有三個設計準則來說，都可以用艾文思法把設計間題加以 眞芷的 解决. 

必須假設 G < s ) 是由它的零點％，仏，…，‘和它的極點〜 g 2 , …，心所給定的. 
根據由方程（3.16)，<3.21)與 <3.23) 所給的放大的定義， — 

G(s) = A < s - (4.16) 

( S ^ Ql) ( S — Q-i) *** (s — Qn) 

其中 


_ ( —<h)( — Q2)"*( — Qn) 

(一 Pi ) (—瓜 ）”.（一 Pm ) 

對於實際的物理系統來說， G ( s ) 的分 - f 多項式和分母多項式的系數都是實數.所以，這 
些於或者是實數或者是成對出現的共铌複数，類似的，這空 Q 或者是實數或教是成對出现 
的共軛複數.闪此， A 必然是實數.不徂如此，在安排普逋的工程系統的時候，我們還經 
常使4是一個 芷敦. W 此，在以下的討論裏，我們就把 A 看作是一個正實數，在普通 
情况下 G(s) 的分扯多項式的次數總是大於或者等於分子多項式的次數,也就是 


現在，我們把方程 (4.16) 裏的毎一個因子都寫成向量形 式: 

S-Pi= Pi^\ ] 

s - p a = P ^\ I 

s - p m = TV 卬 ' J 


s — Q〆 ' 

s — g 3 = Q /\ 



s — q n ^ Q n e e,1 1 } 

就是從 R 點到 s 點的向 ffl . Q r e i & r 就是從 1 點到 3 點的向量. 
的代表變數的點.利用方程( 4 .1?)和 < 4 . W )， G ( s ) 就可以寫作 

G(s) ^ A ^ 

旣然 4 是正 K 數，我們义可以把方稆 ( u ㈧ 寫作 

G(s) ^ Re i& 9 


在這個表示式裏 


i2 = -A 


( PR.O 

〈 Q1Q2 … Q») 


(4.17) 


(4,1 S ) 

S 是複 S 平面上 

(4 J 0) 

(4-20) 


(4-21) 
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而 

0 = (h + + ... + <p m ) - (8 1 + 0 2 + … + 6 n ) w (4.22) 

因镖這些 P 和 Q 都是方程<4.17》和方程 (4.18) 所規定的向量的長度，所以，它捫郤是正 
數.因此， K 婭正數.這槺一來，求傅遞函數的倒數的根的基本方犸 (4.1 S ) 就變爲 

e l 8 , 

-=^ 1 * 

KR 

不難看出，如果希望滿足迓個方程，就必須有 

JLR = 1， (4*23) 

和 

0 ?= 土？ T. { 4*24 ) 

芡文思法包含兩個步驟：首先，要找出所有蔺足適當的角度條#( 4 ^)的 S 來，這樣我們 
得出所謂學略嚷的曲棧.然後，對於根軌跡上的每一點戕們都可以算出相常的"値，再 
用方程 (4.^3 們就得出相當的 尺値. 關於描書裉軌跡的方法，又文思提出了一些有用 

的法則.现在我們把這些法則說明一下： 

1- 如果 K = 0, 极據方程 （ 4*15) 必然有 G(S) -> oo, 所以，在 K = 0 時 

VA ( S > 的 根都适 G ( S ) 的極點，或者 I 根軌跡都是從的殛點開始的.在 s 平面 

上用小固點表示 G<s) 的極點 . 

mi 2. 如果 K 就必然 ^G(s)^Q t 所以,根軌跡 Jr - 相當於瓦的點， 

可能点 G ( s ) 的零點.在 s 平面上我們用小圓圈表示 G(s) 的零點.佴是，如果 u >m, 
的零點的個數比1/匕的零點的個數少，但是，在這穐情形中，當時， 
G<s) — 0,所以， s = oo 就補充了那些缺少的根.此外，對於非常大的心 




因此，方程 (4.15) 可以近似地表示爲 


s n ， w Rar 



所以,根軌跡的慚近綫的相角就是 

6 re . 2 krr 

-^ +- 

n — m n — m 


fc = 1，2, 3, 


»» p 


(4.25) 


mi 3* 在 1? 軸上的根軌跡是實軸上的一些交替的礓段，這些綫段的揣點都是 G ⑻ 
的實4點或 0(8) 的實極點，1衍且這些交替的綫段從所耵這些霉點與極點屮最右邊的那 


一個點(可能是零點，也可能娃榀點)開始， 

這個法則是很容易驗證的，我們在實軸上隨便取一個點\從一對祓共軛的界點到 
這個點的向 量的角 度就是+炉與一史，從一對複其軛極點到這個點的向 B: 的 ft 度就足+沒 
與 一 6 ( 因爲複其軛點對於實軸是對稱的） • 所以，相常於複共軛零點或複共軛極點的角 
医的總和等於零.如果實軸上的一個極點或是一個零點在 s 點的左而、那麼.，從這値極點 
成零點到 s 點的向费的角度就是I如果這個點_花^點 的心面 ，服束， 從這 個點到、■ _ 
向量的角度就是\因此，如果在^心面的 苍點辄 極點的總數是一個奇數，那未，角度的 
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總和就是 M 闵爲〜的整倍數對問題荖無影響〉. 

m \ ^ 如果發生根軌跡從 界軸上 鴕開的情况，我們可以用這滕一個條件來佔計松 
軌跡?軸上的 離:開 點的位置：如果 m 軌跡上的一點離開實軸的距離是一個非常小的數 
‘.那米，由於花右面的 G(s) 的零點奧極點所引起的角度增加一定恰好硖在左面的崙點 
與梅點所引起的角度減少所抵消， 

例：考慮下列的傳遞函數， 

鬌 


G(s) 


^ ( 0 > 001 )( 2 )( 6 ) 

~ (S + 0 * 001)(8 + 2)(5 + 6 ) 


(4.20) 


當 K = 0 時，根轨跡從實軸上的 一0.001, 一 2 和一 6 發.在實軸上的根軌跡就是 
— ( UK »1 奧 一2之間的綫段以及 -6 奧一⑴之間的綫段_在這個情形裏，肌= o,n = \ 
所以，按照方程(4.25>漸近綫的相角就是+'/3, -7/3, 〜 假設根軌跡在實軸上的心點 
( h 點當然要在 一0.001 與 一2 之間)處離開實軸.應用法則4就冇 

Au) ito 

+ 0.001 + + I7n — 


或者 

(又 1 + 2 )( 义 i + 6 ) + (L + 0 , 001 )( 又 1 + 6 〉+ (又 1 + 0 _ 001 )(Aj + 2 ) = 0 , 


因而 


所以 


3 ；? + 10 . 002 ；! + 12*008 = 0 , 



16,002 

6 


// 16.002 \ 
W 6 / 


12 - 01)8 

3 


- 0 , 904 . 


法則常常可以利用直角的某些性質來怙計裉軌跡從左半平面過渡到右半平面時 

* » 

與虛軸的交點. 

m 讓我們還是來考慮由方程 (4.26) 所表示的傳遞函數.除了原點3 = 0之外> 這 
個傳^函數可以非常近似地用下列關係式表示： 


S(S + 2)(8 + 6)* 

正如圖 4.6 所表示的那樣， di ^ n /2, 
因此，方程 (4.24) 就給出 

6 =« 一 n t =^ —8^ 一 Q 色一 — , 

2 

或者 

6^ 8^ ^ 

但是，從圖上可以看到杯 Y 列關係： 

—=^3 + — + ^ = 

4 4 



因此 




這就赶確定過渡點 [/ 的幾何條件. 

根軌跡離開一個極點 〈或 趨近於一個零點)時的方向也可以計算出來， r 要 
把平士」:所有的零點與極點到這個被考慮的極點(或 零點〉 的角度加以針算就4以了. 

m 阖 4 * 7 所表示的是 W 應於某一個傳遞函數 G ( S ) 的 m 軌跡， G ( s ) 在實軸. h 帘兩 
個極^和兩僩零點，同時，還有一對複共軛的極點.在根軌跡上取與極點心非常接近的 
一點\仏到 S 的向量的栢角 h 就是根 fl 跡離開 h 時的方向，從各個®點和各個零點 
到 S 點的向 a 的角度仍然可以看作是心艮和所以，根據方程 (4.24). ^就 
由下列方程所確定， 

(穿1 + y 3 ) — [(心 + 氏 + 没3> + 沒4] = 

« 從這個方程就能算出氏. 

“ 根據以上所講的六條法則就能 

得出根軌跡的主要的特性.對於中 
間的情形 （K 旣不等於零，也不趨 
x ^ > 近於⑻的情 形〉， 我們可以先在平 

^ 〜 p 、 面上適當地選取一些點，然後用試 

笕的方法對這些點加以檢驗，根據 
^ 檢査的結果把屬於根的點保留 

下來.這樣就可以逐步地把根_ 


I 完全描繪出來.沿着根軌跡曲綫， 

U 4.7 我們可以算出栢應於毎一點的放大 

K 的値.如果已經把符合設訃要求的 l / f \( s ) 的零點位语選擇好了，那麽扣常的値也 
就可以完全 確定. 這樣一來，反饋系統的設計問題就得到了解决，（一般說來，實際的設 
計過程當然要比所講的耍複雜得多 
4.5 根軌跡的流體力擊比擬 
把方程 H .1 5 ) 和方程 < 4 . ie ) 命併起來，我們就得出 


圖 4.7 


K 的値, 


(一般說來，實際的設 


Qi)( s — Qa ) 
(5 — Pi}(s — p 2 ) 


= -KA 

(5 — Vm) 


如果，先取這個方程的對數，然後再用 h 除-下，我們就冇 


，卜这 log(s — 


士 § log(s 一扔) 


2 tt 


log KA + i 




(4.27) 


方程 u . 27 ) 這磕一個數學表示式可以冇很多糖不同的物埤解釋. 
釋就是把灰⑷若作是完全不町壓縮的流體的一個二維無旋 


ft 物理解釋.一個很明顯的物理斛 
個二維無旋運動的複勢函數' 如果 


1 ) 可以袅閹 V. L, Streetor, “Fluid Dynamics,^ McGraw-Hill Book Company, Inc., Now 
York, 194S_ 4 _hJ • 以鋈閱 [28, 29], 
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令 ( KW 是勢函數 ， HK A 是流函數，那木就有 

W ( s ) = ^>( ^ T o )> -{- i 0 ( A , ti >), ( 4 . 28 ) 

其中 s = A + “. 因此，表示 l / F ,( s ) 的根軌跡的方稃 ( m ) 可以這樣解釋：根勒娜就 

是流函數取常數値 I 的邢些曲綫；所以，用流體力學的術語來說，根軌跡就是由士流綫的 

备個分枝所組成的.沿着這條流綫勢函數的値是逐點改铤的，它等於 

— log KA 

2?t 

方程( 4 . 27 )還表示這樣一個事實：道個流動是由 n 個單位强度的硬卽1，心，…，〜 
和 m 個單位强度的寧和队，此，…，^所構成的，花我們的圖形表示^•戛是用小圓點表 
示源點，用小圓圈表会“點.对了這樣一個解釋，我們就可以“理解”圖 4.6 SIM 4.7 中根 
軌跡的區形. 

流體力學比扳還有另外一個很大的用處:它能够提示我們怎樣把系統加以改變，使系 
統具有更好的性能，舉例來說，假設有一侗系統是由下列傳遞函數所代衷的 f 


G(s) 


_ 碰 

_ 中 一 <h)(s - q^) 


I ^1 1 <C I ^1 > 


如果放大 Ji ： 的値太小，那末，在閉路控制的情形下，這個系統就可能是不穩定的，因而也 
就不能够滿足第^2節的第 (3) 準則.根軌跡的形狀和圖4+6中的根軌跡是相像的，這 
時，流體力學比擬立刻就提示我們這樣作1只要在仏附近增加一個匯點队，並且在心附 
近增加一個源點就可以把 t ； 點附近的流綫向左方推過一些距離，因而也就把過渡點 
t / 的位置加高一些，因此，修改後的傳遞函數就是 


G(s) ^ 心 （沒一队 ） _ _ _ 

Pc(s - Q c ) s(s — q^is - q^y 

圖 4 . 8 所表示的就是相當的根軌跡.因爲丨仏| < 0山所以與原來的傳遞函數串聯的附 


加傳遞函數—定是相 

Pc (S - qc ) 

角起前的，這個函數與 3.3 節中方 
程 (3.27) 所表 示的相角超前電路的 
傳遞闽數是同一類型的. 

流體力學比擬還可以使我們了 
解用反 m 綫路使一個反應緩慢的機 
構增大反應速度的可能性 t 根據 
4.2 節屮的第 (2) 準則，如果希望反 
應迅 連就必須要求根的數値相當 
大.現在，爲了簡單起見，假定我們 
耵一個一喈的綫性機械系統，這個 
系統的特性是用實軸上的一個數 
値很小的 h 點來表示的.如果我 
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們把這個系統萌一個特性爲柑常火的奐實數仏表示的反應很快的電路串接起來，這個系 
統的反應速度並不能够改進， um , 我們仍然還打一個數値很小的根仏.伹是，如果我 
們再把反饋綫路連接起來，從流綫的形狀，或者 說是根 軌跡，可以看出，當放大 K 的値從 
K = 0開始增加時，根也就從 (h 點開始向左方(也就是走向 L 的方向）移動，因此，對於 
—個適當地選取的放大尺的値，我們就可以使得根的數値比 I 大一些，因而也就可以使 
系統的反 憋速度 更加快一些. 

以上講過的一些描畫根軌跡的辦法，對於一般的反饋伺服系統也還可以應用，這時 
的間題就是 要描寊 方程所給的 1/^(0 的根軌跡，所以，表示根軌跡尚條件就是 


一 K 2 G ^( s ) t 


K . G . is ) 

因爲 1 / F s { s ) 的枨和 G ,( s ) 的零點不會相同，所以我們可以用把上面的方程除 
一下，因此就有 、 


所以，如果我們設 


1 


G 1 ( s ) G a ( s ) 


- K ^ 


(4.2D) 


G(s) 

K 




G 1 ( s ) G i ( s) y 


(4.30) 


然後，再把方程 <4.29) 和方程 (4.15) 比較一下，就可以看到，求一般的反饋伺服系統的枨軌 
跡的問題就化爲前面討論過的求簡單的反饋伺服系統的根軌跡的問題了 .在節裏我 
們曾經比較謹愼地分析了把乃氏法應用到一般的反領伺服系_去的 即題， 事實上，對於 
那個問題上也可以用現在的 m 方稃( 4 .加)所表示的簡化方法進行分析，因此，如果只就 
4- 2 節的(1)，< 2 ), < 3 )這三個準則來考慮系統的定性的運轉性能的話，簡單的反饋伺服 
系統和一般的反»伺服系統並沒有竹麼區別， K 不過不耍忘記( 4 .30)這一個關係就是了. 
只对在需要對系統的運轉性能進行定错的研究時，我們才必須對方程( 4 . 3 )和方程 G . 7 ) 所 
表示的這雨個系統彳專遞函數的區別給予應冇的注意. 


4.6 伯德 < Bode > 法 

根軌跡在 U 點從左半 s 平面過渡到右半 s 平而，旣然 f 7 點在虛軸上，所以它當然就 

代表一個純虛數根換句話説:，方程( 4 .1 5 )被3 = 所滿足，也就是 

KG(i^*) = F(i^) = —1 = 1 . 

因此，當頻率特性 F ㈤ 的振幅 M 等於1，同時相角0等於一^時,就發生了從穩定過波 
到不穩定的臨界情况，這個臨界條件也可以由乃氏穩定準則推尊出來，因爲在V厂㈣ 
圖上的 —1 點就迠臨界點.其實，只耍研究一個典型的例子(例如圓 4.5) 就可以看出來, 
在镱定的情形裏， 1/^(^) 曲綫總是把一 1點包圍在內的，因爲，在一般情况下 ]/ 乃心) 
的报幅總是隨;的增加而增加的，所以如果希望1/厂(‘）曲綫把一 1點包 M 花內，只 
要要求當 1/F (心）的相角0等於+的時候，振幅 M 比1大就可以了，或者也可以 道樣 
說:當0等於一开時， aj 必渭小於 u 或界，當 m =： l 的時候，0應該比一冗還要大 . mm 
穩定條件就是伯徳法的根韨*我們把頻率特性的振幅等於1時的頻率稱爲放大分界點. 
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這時的相角0與 一 ”的差敕稱爲增部今.伯德穏定準則的敍述足這樣的:在放大分界點 
處相補角應該花加。到 so 。 之間.在一個伯德圖裏， log w M = 0處的領率就是放大分 
界點.所以也就不難檢驗伯德穩定準則是否滿 足了. 

採川伯徳法的時候/叶以 K 接利用關於頻率特性的資料，在這一點上伯德法與乃氏法 
是 ifl 似的.伯徳法的優點 是簡單 易行雇足它與艾文思的根軌跡法比較起來也還有一侗 
很大的缺點，冈爲根據伯德法是不能知道穩定的程度的 * 爲了補救這個缺點 ， -MW ( H . 
M . Osborn 广給了一彳 [ T 卡經驗的公式，利用這個公式就可以計算相當於最危險也就 
是離虛軸最近的根）的阻尼系數 C , 他的公式是 


C ^ — ~ 

60 m 


(4*31) 


其屮 a 是在放大分界點處的相補角的數値，度量單位是"度 ”(“°”）， m 是在放大分界點處 
]明10 M 曲綫對於 u 而言的斜爽. fi 度 C 時所用的時間單位和是度 時所用的時間單位 
是相同的.譬如說，如果《 = 30° 而机 = 1.7 那末 1/(2 x 1.7) 口 0.3, 

4.7 镓遞函數的設計 


以前各節裏所討論的確定系統的穩定性的各種方法主要是兮呀的方法（也就逛對 a 
有的系統或者已經設計好的系統加以分柝的方法），其中也有二▲分牽涉到綜合的方法 
(也就足設計博遞函數的方法），佴娃，關於綜合方法所能作到的 僅僅迠 怎樣確大尺的 
可能範園的問題.當然，這兩種方法郤能够提示我們如何變更傳遞函數的構造以改進系 
統的性能.根軌跡法在這一方面的作用是特別明顯的，至於如河通 過變更 系統的實際部 
件的方法來改進系統的傳遞函數 > 使傳遞函數發生合乎要求的改變，這主要是伺服控制工 
程巾的贳際技術問題. 


不像分析方法那樣有一定的處埋方法，綜侖方法還沒有一個普遍適用的方法.綜合 
方法的問題只在一種問題上已經打丫完全的解 I 這種問題就是:如何設計一個包含有電 
HL 和電容的電路(即電路)，使:得這個電路系統的傳遞函數具有事先指定的零點和極點. 

闶爲這種呼寧零學冇着很大的巧變性， 他 且常常被用來谭”（也就是改進)系統中的其 
他部件的的特性，並 r 還芮爲我們確實也常常岢以用增加一些零點和極點的方 
法使系統的 w 遞函數得到合乎需要的改進，所以 > 這個 fig 題的完全解决足十分 重耍的.基 
爾曼 (E. A, Gumem〗n) 1 2 * * 划外茵貝爾克 (L. Weinberg 广嗯於這個間題都有重要 ft 貢獻. 

在這裏，哉們並不討論 M 個問題，我們要强調指山只是：我們經常可能組成一個具有很複 
離的規定性質的® mt 嵙電路. 

4.8 多迴路伺服系統 

到 H 前爲 -Ih， 我們所討論過的伺趿系統都是單迥路的(也就屋說，伺服系統的 方塊圖 

« 4 » 


1 ) E _ M - 0 讣 nr ”， 19 49 在 8 月在葚金山 （San Francisco ) 舉行的关國無統電工程師舉會 （ IRE ) 的更季年 
會上 iS 忐的給文* 

2 ) E, A- Guillemin ? J, Math, and Phys” Z9, 22—44 (1949). 

_1) L* Wo inter g, J. AjypL Phys” ZA, 207—216 (1953)* 

4 ) 虹果想知过這方 [ IT 比較砰細的情宄，町以參閱 [ 25 h 


^6 工稈 控制論 4,8 

裏只柯一個閉合的路綫)，仉适,在質際的工稃冏題屮需要更祓雜妁系統；例如，阊 
U 所衷示的方塊岡就是一個典型 的控刺 .系統， S 個系統迠用來控制飛機封於一個軸的轉 



芯⑷ 


圖 4.9 

動的' 圖中的內迴路(也就是 P 所在的迴路)稱爲控制面位置的反饋<所謂“控制面”就屋 
飛機表面的起控制作用的可動部分，例如舵，副.翼等部分），或者稱爲硕式反亂如果沒有 
把内迥硌閉合起來，我們就得到普通的反 m 控制系統，而且 


Y ( s ) 

X(s) 


F\(s)F/s) 


1 + F l (s)F^s)F^(sy 
如果把內迴路和外迴路<^ 3 (0所在的迴路)都閉合起來，就有 

A(^) = F 1 (s)lX(s) — fiA(s) — F 3 (s)Y(s)] 

(這裏的 A ( s ) 表示控制面的運動），以及 


Y(s) = F^(s)A(s) t 


因此,就得到 


(4.32) 


A ⑷ 


(4.33) 

X ⑷ — 

1 + i( ^) + 匕 ( s }F 2 ( s ) F ^( s } 

r ⑻ 

F 1 ( s ) F 2 ( s ) 

(4,34) 

X(s) 一 

1 + + F i ( s ) F ^( s ) F ^( s ) 


這個控制系統的穩定性與反應速度是由两數1 +冲\⑻+ F 1 ( s ) F ,( s ) F 2 ( s ) 所决定的. 
闶爲在這個系統中，補償電路，放大器以及内迴路的放大卢都是很綷為改變的，所以我們 
也就不難設計出一個特性柑當理想的傳遞函數來，而且並不需要改變飛璣的桔 構設計 以 


及它的機械裝置. 

在 設訃一 個良好的控制系統時，常常遇到這樣一個困難:如何 使系統 不伹能進行很準 
確的控制(也就是要求放大 K 的組相當 大）， 而且還育相當快的反應速度和合適的咀尼性 
質，這個問題就使人產生了把開路控制方法與閉路控制方法結分起來的想法，這個想法 


1) L ， Becker , Aeronaut . Eng , 1 ev ^ September , 1951* p * 17* 
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是荜寧 ( J . R . Moore ) 最先提山 來的' 我們來考慮圖4 ] 0所表示的系統，在這個.系統 

中“控制部分和閉路控刺部分是平行安排的.因此，我們就有 

F 4 (s)X{s) = y ： (s) ) 

和卜 (4.35) 

Y(s) = ^(s){Y 1 (s) + F^lXis) - F,(s)Y(s)] }, 3 



把轍出 F < s ) 解出來，就得 

Y(s) = F^F.js) + F.isWls) 36 ) 

X(s) 1 + ^ i ( s )^ 2 ( s JF 1 2 3 s ( 3 ) 

因此 > 系統的穩定性和反應速度的特性决定於 I + F 1 ( s )F 2 ( s )F,( s ) 的零點，而與 
無關，旣然 F 2 ( s ) 是不能改變的，所以關於穩定性的設計問題就是要芬求適當的惓遞 M 

數和 ao ). 系統的放大冗=實際的反應速度以 

及穩態誤差不伹與 ^ i (5), F 办）， F ,( s ) 有關 f 而且還典開路控刺部分的傳遞函數匕⑷ 
有關.闪此，反饋迴路的設計可以完全决定系統的穩定性和反應的動力特性;至於系統的 
穩定狀態或是“同步運轉”的情况就與系統的開路控制部分有很密切的關係了 _所以，只 
要適當地設計厂 2 ( s ) 和凡 1U ) 就可以使系統不但穩定而且還具有相當好的控制性 


能- 

如果系統中冇許多需耍同時加以控制的變數，而且這些變數之間也冇關聯的話(例如 
火力發電站的情形)，那末，系_方塊圖也就是奪的,而且其屮的反饋關係也比較 
複錐' 這種 複雜系 統的一個極端的例 f 大槪馱是飛機的0動控制系觥和 S 航系統了' 
對於這樣一個系統的分析工作，雖然也還是根據這一章對 於簡眾 的伺服系統所提出的同 


樣的一些原則進行的，伹是由於系統過分複雜，如果不依靠 ff 計葶寧，這種分析工作簡 
直是無法進行的，然而這不是我們這裏所要討論的問題， 因爲它 K 是一個 "工程推演”的工 


作——把理論變成實踐的工作. 


1) J, H. Moor^ Proc t IRE, 39, 1^1-1432 (1951) 俄文評本[即：|). 

2) 例如以麥閱 J_ IIanny t “Regelung Theoric,^ A. G* Gcbt、Leemarm Co” Zurich, 1946, 

3 ) J_ B. Kea, Aeronaut. Eng. Rev^ November, 1951 , 39 . 


第五章 

不互相影響的控制 

如 果在一個複維系統中冇若干個被控制量，而且在這些被控制贵之間&還； fm: 若相 
互的作用.那末， 一 般說來，對於這種系統就必須巩增加一個新的設計準則，這就是 不互相 
影響的準則.擧例來說,一個有補充燃燒的渦輪嗔氣發動機的變败足： M 縮機的轉速，燃 
燒室的噴油速牵，補充燃燒室的噴油速率以及尾喷管開口面積.然而 ，發動 機的運轉狀態 
可以設法 只由壓 縮機的轉速，燃燒室的噴油速率和補充燃燒室的噴油速率這三個 fi 所芜 
全控制.但是，在一般的情况下,這三個 岢是互 扣有影響的.不難想到，在這 個情况 屮>系 
統的伺服控制就有一個新的設計準則，也就是要农對這三個不同的*的控制是不互相彤 
響的:補充燃燒室的噴油速率的改變不應該使壓縮機的轉速受到影響，而且改變壓縮機轉 
速的時候也不需要改變燃燒室的喷油速率.這也就是說解决這個特殊的設計問題的關鏈 
鱿是：設法使尾噴管的開口隨着其餘的變數發生適當的變化而 il 適當地設訃白動控制機 
構，這一章的目的就是耍給出一個設計這一類不互扣影響的控制系統的普遍方法，這個 
方法對於不論多麼馍雜的系統都是適用的.這個方法最初是由勃克淼包姆 (A* S. Bok- 
senbom) 和胡德 (R. Hood) 所提出的”後來卡瓦那 (R, J, Kavanagh> 用妞陣表示法把這 
類問題作了一般性的 處理' 早在1934年蘇聯學者沃斯涅先斯基 (M. M. B03uecenCKHii) 

就提出過類似的方法 [31] , 

5,1 單變數系統的控制 

我們先來考慮一個簡單的系統，這個系統只有一個被控制的橡出 v ^) 和一個作爲控 
制信號的輸入 AG . Wt ) 和⑴的拉氏變換就是 Y ⑻和 X ⑻.我們來考虛桉照圖 5 .1 
所設計的控制系統 . E ( s ) 是“發動機”的傳遞函數， L ( s ) 是測 fi ® 器的傳遞函數（也就 
是反饋綫路的傅遞函數）， S ( s ) 是伺服馬達的傳遞函数， C ( s ) 是“控制”的傳遞函戤•可 



圖 



1) A* S* fioksenbom and E, Kood, NACA TR f 9^0 (19^0), 

2) R* Kavanagh, /• Franklin Inst” 2S2, No* 5 t 349 (1956)* 


5.2 
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以由設計者容易地加以改變 的只打 C ( S ) 這一個博遞副數.這個系統與圖 4 2 的反饋伺 

服系統之 間的一 K 很小的區別就是： fr : 伺服辟達與發動機之間加上了一個任意的擾動 

ns 、， 用 a 個摄動來表示某些意外的外界影響. 

發傲機的輸入與輸出之間的關係是 

Y(s) = E(s)W(s) = E(s)lS(s)U(s) -f 7(s)], (5-1) 

U ⑻ 是控制傳遞豌數的輸出，並且叉有下列關係： 

U{s) =： 0{ E) ^ ) — 6 )3 — C(S) [X (s) — ■ J>(S) 3 )] , (5*2) 


從方程 dl) 和 ( 5 . 2 ) 裏把 t/(s> 消去,就有 

y(s) = E(s)S(s)C(s) 


X ( s > + 


E(s) 


V(s), (U> 


E(s)S(s)C(s)L(s) + 1 ' E(s)S{s)C(s)L(s) + : 

道就垦在與 y ( t ) 的適當的初始條件之下的轍出的拉氏變襖.如果不考慮包含擾動 


V ⑻的第二项，方程 （5.3) 就與以前關於一般的反饋伺服系統的方稈 M .3) 是扣同的 4 系 
統的性能的分析也還可以按照與以前類似的辦法來進行.然而，對於更琪雜的系統來說， 
就必須把這惘簡單的情况加以推廣.現在我們就來作這件事情. 

5,2 多變數系統的控制 

假定發動機的輸山 L ⑻， Y ,( s ) r …， Y ,( s ) t …， Y ,( s ) 的個數是 i ， 输入 
W 3 U ), …， W k ( s) t W n ( s ) 的個數是那末，方稃 (5.1) 的推廣就是： 

^i(s) = E n (s)W 1 (s) + + …+ h\ n (s)W n (s) t 

Y ^) = ^(^)^ i ( s ) 4 - + … + 


y ,(^) = EuiSfWJs ) 4 - 祝 3 ( 8 )怀 2 <60 + … + E tn (s)W n (s) t 
其中毎一個仏 k 如是一個傳遞函數，當這個傳遞函數“作用”在輸入 t ^( s ) 上的畤候，就 
得出愉出 ^( s ) 的相應的組成部分.在普通情祝下，足雨個 s 的多項式的比値， 
因此私〃⑻可以由發動機的特性的理論分 沂得到 ，也可以用實驗的方法由頻率特性確定. 
方程 ( 5 . 4 ) 可以簡寫爲 


(5.4) 


k^l 


E vk (s)W k (s) 



(5.5) 


所有的 ^{ S ) 按照方程( 5 . 4 )中的位 ft 所排 
成的妞形表格可以稱爲發動機的傳遞菡數 
矩唓 £；. 我們可以這樣想像：所有的輸入 
在縱方向上“進入”矩陣，所有的輸出 
匕⑻在橫方向 J : “離開”矩_ [24] ,圖所 
表示的鱿是 a 榷情况.下面我們來考慮输入 
的個數大於(或等於）輸:出的個數的情形，也 
就是^ > 乂 因此 ，矩陣 [就是一個縱行比 
橫行多的矩形矩陣.爲了以後的耑嬰，我們 
把 R 由前；個縱行所組晈的正方矩陣用 


W t W 2 Wi w 9 

1 1 I _ J n 

\ 

五 U 无 12 “-， - ^Ip - E \y\ 

Ejx E 22 - Eii \ - ^2* 


E J{ . 尽十 ‘ . ‘ 

-V ■•■ — ■■ ^ ■ ， ■ — — ■ ^ ^ • 释— • 
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來表示. . 

旣然發動機的輸入的個數大於輸出的個數，所以，如果希望完全確定系統的涇轉狀 
態，除了耍設法使所有輸出 1^( 幻隨预定的數値 x 办 ）（y = I ，2,…，幻相應地鏺化之 
外，還耍設法使變數= i + 1. i + 2, … ，坳也 取预定的數値 A ⑷， mt > 
被控制量就足 f 個輸出 y v < s)(v = 1 , 2 ,…，{)；[_—^偶發動襪輸入 ％⑴ (m = “u 
i + 2 , …， n ). 如果由測最儀器對所測出來的値是 r H ( s )， 那末，誤差就足 
^^■) — > Vs ). 發動機的愉出的偏差的定義是 XA ) — A ⑷，= 1 3 2,…，幻 
就是 y ,(^) 經過測量儀器所测量出的數値，就像圖 5.1 的那種情形，控制的作用就在於 
把逼些 谲差常 作輸入來產生伺服馬達的改正信號(幻.這就是系統的反儆作用 . in 
我們所討論的一般的系統( 54 >裏 ， \HcjfAnm u k ( s ) 與所有偏差的關係是綫性的.旣然 
有《個偏差信號,也就冇 w 個改正信號，所以 fc = 1, 2, … 因此就有 

U i(s) — C^id — Zj) 4- C^(X 2 一 名 2) + …+ Cud - D , 

4- (^“ +1 ( 氏 +1 — ^*{+i) + -*■ 4 - C f in (S n — Y n )^ 

U ^ is ) = 一 D + C H { X,j — &) + … + C 2 id — Zi ) 

+ ^ a ^+ i(^+l — ^*£+ i ) 4 - 4 - C ^ n ( S n — ^ n ), [ (心已) 


U n ( s ) = C nl (Xj — Zy ) + C ^(— Z 2 ) + … + C n 乂 X 、一 Zi ) 

+ C ^.— 广 + i ) + … + C f nn ( S n 一 , 


在這個關係式中，我們已經把控制矩陣用不同的符號分成 c 和 c 兩部分，以便區別兩種 
不同的誤差價號.方程 (5.6) 可以簡萬成 

u k ( s ) = J ^ c k AX v -^ z t )^ 2 DU (5.” 

vssl M-<+l J * ’ 

當然 i 每一個 心和 C ；^ 都是兩個 S 的多項式的比値.方程 (5.6) 或方程 (5.7) 也可以用圖 



iX ^ Zj ) ( X z - Z 2 ) ts i+1 u 【 n > 



5.3 來表示： 

測量出的數値 AO ) 和匕⑷與被測 
量的 Ks ) 和之間闆係，由測 
量儀器的傳 遞函數 Ljs ) 和 L ^( s ) 
所確定： 

2 v (s) = ^^(s)Y 1r {^), (5+8) 

r^S) = L 即 (s)l ⑷， (5.9) 

每一個改正信號郤個 yi ] 地作用在 
伺服馬達上.伺服馬達的輸出與克外 
的外界摄動 y ^ s ) 合併在一起組成發 
動機的如果 5^( s > 是 


^ 5,3 伺服馬達的傳遞函數，那末 


^ r fc( 5 ) — Sw 人 s)U k (s) + Vk(s) fc = 1 ， 2 ，…， 


( 5 . 10 ) 
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從( 5 . 4 )到 $10) 的所冇方程就是描述多變數控制系統的完铞的方程組，圖 5 . 4 是一個多 
變數控制系統的方塊圖，這個系 觥有三 個發動機輸出 ^(5), A ⑻和 h ⑻，還有兩個被 
控制的發勡機輸人研以）和 W 5 ( S ) t 除了規定的控制信號 孖 〆 與可以對系統 
起作用的外界摄動信號 n ( s ) 以外，整個控制系統是閉合的， 



+ s ^(syc^is) [S M (s) ^ L^(s)W u (s)] ^ ^(3). (5 + 12) 

十 I 

根據方程 (5.11) 和 (5.12) 就可以把系統畫成一 個比圖 5.4 更簡單一些的方塊圖圖 5.5 ，在 
道個 圖裏只有一侗系統矩陣，這個纽陣的轍入是那些被控制景的偏差，愉出就是那些 
破控制量，在圖 5 . 5 中的 ESC 矩陣中，位於第/橫行與第 u 縱行的交點的元素是 
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免 E ik S kk C kv . 同樣，在砌 C 炬陣中.第; 橫 行與第 P 縱行的交點處的元素是 

ci “ 也還是一樣，^矩陣屮的元素是 S^C^. 矩陣中的元素是 S^C；^, 外界擾 
動是通過另外一個矩陣加進來的，那個矩陣主要是由發動機矩陣 E 所組成的. 


X x Xz y 5 s 4 S| 



5 . 3 不互相彭響的條件 

以上我們所討論的是多變數系統的控制作用的機理，在這個基礎上我們就可以把控 
制系統的不互相影響準則具體地表 m 出來.現在的問題就是:說法確定控制矩陣的元素 
C kv ( s ) ^ CUs ) 須要滿足什麼條件才能使規定的控制信號 A ( s ) 與&⑻只影響和它 
們相應的被控制量 h ( S ) 和 T ^( S ) <這裏， y = 1, 2,…， < 而# = i + U + 2, … ，71>, 

而不影響其餘的被控制量.譬如說，控制信號 X 2 ( S ) 只能影響匕0), 能影響 

W w ( s )^ 這裏的數學問題也就是如何把圖 S . 5 中的系統矩陣加以對角綫化的問題.我 
們所以要把設計條件故茌控制矩陣 C 和 c 上，是西爲在整個系統中 R 有這一部分是最 
容易由設計者加以變動的.發動機的特性，伺服馬達以及測量儀器都認爲是已經固定的， 
它們也不能由控制工程師隨意改變， 

讓我們來考慮一個特定的轍出(勾， g 是 Hi 這些數中的任意一個數.方 
程( 5 .11>和方程 ( SJ 2 ) 可以寫成 


Fj ( s > = - 


k 




_ r 

2 ] Ej k SuO" kfl ( 呂 只 一 4 - EjkVh 


Jll = rM 


^jhSkhCkai^a — ) 
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和 


W k ( s ) 



Ip 


Skk(hpd — L^Y v ) 


_ r 

； i) + h + SkkCkad — L gg Y 


I 

i + 


现在 爲了使得控■信號 A 除了乙之外不影饗仟何一個 y , 或^，所以，花？'六 i ? 與 
& > i 的情形下，以上兩個方程的最後一項都必頌等於零.因此>對於1, 2 , …， i 中的任 
意一個數0都有： 


♦警 

如果 ? 7^ 9 y ^ ik^kliPkg = 


以及 


如果^>夂 


^kg = 

= 0, 

(5.13) 

CjcQ : 

= 0, 

(5-14) 


方程 (5.14) 使我們的控制矩陣立刻就得到簡化.以圖 5.4 所表示的系統爲例，這時 
3,^-5. fr: 這個 情形下 ，方程 (5+14) 就表示 

^41 — C A q — — < 7 5 1 — C 52 £= ^53 — 0 , 


方程 (5. U ) 也可以用來簡化方程(5.13)，方程 (5.13) 也就是 

Ej k S kk Cj^ = ^^^ak^khCkg^ 


(5,15) 


這裏的 0 是1， 2 ,…^中的任意一個數，‘是克隆:內克符號 (Kronecker delta )， 它的 
定義是 


如果心 



(5.16) 


如果:？=卩 ，〜 if = 

對於任意一個特定的 f / 來說，方程 (5 J 5) 就是一個綫性代數方稃組，這個方稃組包含 i 一 1 
個方程和《個米知數凡 〆 這裏& = I 2 ,…，〖)，闶此，我們只能確定這些求知數 
的比値，而不能確定這座未知敦本身.然而，這正是我們所希望的，因爲我們並不希望 
控制 ffl 遞函數 E 經被完全確定 ，在現 在這種情況下，我們的設計工作反而可以更加自由一 

些， 

爲了求出控制傳遞函數的這些比値，我們要利用行列式的一個性質：假設行列式 
| P | ( IWI 是正方矩陣 P 的行 列式〉 中的元素私 i 的餘因式是 I 巧| 5 那末，下面的關係 
式成立 [241 : 


如果 ^ 7^ ^ Ejk I = 0, 


如果 


^ E ju \ E ^\ ^ |^| 


(5.17) 


把方程 (5 J 5> 先用 I \ 乘一下，然後#對 / 求和，我們就得到 


“s kk c ks ^ SI] |^| E jk S kk C k ^ 
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因此，根據方程 就有 

_ 

— 1 | ^gk^kkCkg/]^ 1 i — 1 , 2 > -*< f (5,18 ) 

特別當£ = ^時，有 

S ss c ss = \EU 乞 E, k S kk C ke /\E*\, 

2 S J 

取方程 (5，18) 和上面這個方程的比値，我們就可以寫 


S 必 v = | 私 | 
H v | I 



(5-19) 


利用這個方程就可以把 sc 矩陣中不在對角綫上的元素用對角綫上的元 1 素表示出來. 


方程 （5.14) 和方程<5+19>所表示的條件就是被控制量不互相影響的必要條#. 
這些條件最先是由勃克 淼包姆 和胡德提出來的.他們兩個人還進一步瞪明：這些條件也 
是不互相影響的充分條件，因此，設計一個合適的控制矩陣 C 的問題就完全解决了， 

爲了解决控制妞陣的另外一部分 C 的設計問題，我們就必須考慮被控制量 
</* = i + 1 ， i + 2, …， n ) 的不互相影響的條件，爲了這個目的 ，我們把方程和方 


程 (5.12) 改寫爲 


广⑻= S S ： — L vv l %) 


k 


+ ^ ^2kSkk^kn(^ti ~ + Aid 

ju=j-H J 

n - 

+ Ej k S kk C ， kT (E r — L Tt Wr) (5.20) 

itc = 1 

和 + 

^ i ( S ) = ^ ^ hkC kv { X v — L yv Y y ) 

V-J 


十 Sj^CUiS^—L 叫 H%) +V^ + 5 純 Cir (沒 r 一 irr 评 V>, (3-21 > 

W = J+l 

這裏 r 是 i + 1 ， i + 2 , …， W 中的任意一個數，而 / = I ，2, …乂 爲了現在的 H 的, 
方程 ( SJI ) 中的 A 只是 i + 1， i + 2 t …， M 中的任意一個數，因爲只有這些^%才是被 
控制量.根璩方程 (5.20) 和方程 ( m ) 顯然可以看出，如果控制信 號尽僅 只影響被控制 
童那末，這兩個方稗的最後一项就必須等於零.也就是 

n 

X ； ^ S ^ C， fcr = 0 ； -1,2 3 …，名 (5-22) 

1 

和 


C, cr = 0, ft，r = i + 1 ， i + 2,…， n ; k 古 (5.23) 

和以討一樣，方程( 5 .幻）也使控制矩陣得到簡化.以圖 5 . 4 所表示的系統爲例，“ 3 , 
W = 5,就有 
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C “ ^ 0^4 = 0, 

方程 （5.23) 也可以用來簡化方程 (5.22). 方程 ( S . 22 ) 化爲 

^]Ej k Sfcjfi k r —E^ r SrrC f r^ 

A ?* 9 1 

把這個方程的兩端先用 I & M 乘，然後再對/求和，就得 

E Jk S, ti C kr = — S rr C 、 左 

根據方程 (5.17) 所表示 k 行列式的性質，就有 ' 

_ 

\E^\S ll C[ r ^ -SrrC^lE^E^r. 

n *aj ^ 

如果把這愐方程裏的【換成人；?_換成 i ， 這個方 k 可以篇成下列形式; 


s^a 


SrrG rr 


|£ T | : 




1. 2 


< p ■ 


+ 1 ， i + 2， 


(5,24) 


利用這個方程就可以把 sc 矩陣中不在對角綫 上的元 索用對角綫上的元素表示出來了. 
方程 <5.23) 和方程 (5.2 4 ) 是被控制量 W ^ s ) (p = i + 1, i + 2 ,…， n ) 的不互相影響的 


必須而且充分的條件. 

如果希望全部被控制量都互相不影響，那末，就必湏滿足方程 ( S . U ), (5,19), (5.23) 
和 <5.24) 所表示的條件.在幣個的控制矩陣中，不在對角綫上的元■素或者等於零,或者可 
以由對沔綫上的元素表示，如果表示發動機的特性的發動機矩陣是 巳知的 ，那末，控制矩 


陣的對角綫元素就完全確定了整個的控制矩陣. 


5.4 反應方程 

如果不互栢影響的條件已經全部被滿足，那末，方程 (5.11) 和 <5.12) 就變簡單得多, 


例如， 把方程 (5. U ) 的求和的次序倒換一下，耽有 

i » 

[ X p ( s ) — Z ^(3) F V ⑷] E ^ k S kk Ckw 


+ [^(^) — ^uu(g)^a<g>1 EjhS^C^ 4- ^JkVk t 

按照方程 (5.13) 和 (5.14^ ，除了 u = /以外，第一項中對 A ： 所作的和數都等於零.按照方 
程 (5.22) 第二項也等於零.因此 

1 科 

y^(s) = tx^s) -L^syY.is)} ^E jk s kh c kj + 

按照方程旣然可以用對: Pi 綫元素知(^來表示，於是，利用方程 （5.17) 
就有 

S 職〜= ^0 l ± E , k \ E ； k \= Sj ^ [|斗 

k-l l^jjl \^ji I 

所以，最後就得到 


l ⑻ 


= J^ll 
1^1 


S^C^lXjis) - LMY^s)] 



(5.25) 
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极據不互相澎響的條件，經過類似的計算,也可以把方程(: U 2) 簡化爲 

= S^C[ ni [A ⑻一 L^(s)W h (s)-\ + V^s) 

/! = i + 1 ， i + 2，…， 


我們規定兩個符號: 


和 


_ I SjjCjj 

I 邪心1^+啦 I 


方程 < 5 . 25 ) 和 ( ws > 的解就可以寫作 






和 


n 

!T ; (s) = Rjj(s)Xj(s) — [i^j(s)Ljj<s) — 1] Ej k (s)V k (s) 

k 為 1 


<5.26) 

(5.27) 


(5.28) 


(5.29) 


^( 5 )=私 m ⑷力⑷一 [^( s ) L mm ( s ) - 1]^(5) # (5.30) 

方程( 5 . 29 >和< 5 . 3 0)給出了由控制信號和外界擾動來計算被控制景的關係，這兩個方程就 
稱爲反應方稃.這些關係式與只有一個被控制贵的簡單_系統的關係式( 5 . 3 )是十分相像 
的，函數 Ai ( s ) 是從輸人 A ( s ) 到輸出 Y ^( S ) 的總的傳遞函數.函數 (幻 足從輸 
A ^ M ( S ) 到輸出 W ,( S ) 的總的傳遞函數.按照方程( 5 . 27 )和仏 28 ),根據發動機，伺服 
馬達，測量儀器和控制部分這四方面的特性就可以把這南個總的傳遞函數計算出來.贲 
際的設計手續就足先按照第四章所講的辦法對於毎一個 J 和 P 確定合適的控制傳遞函數 
仏;($)和 C ' 4 (；0, 使它們具有滿意的性能，然後，再按照方程 <5. U )，(5.19)，( m ) 和 (5.24) 

把不在對角綫上的元素也確定下來.這樣怍了以後，對於復雜的多變數系統我們就得到 
—個性能良好 的不互 栢影響的控制系統. 

5.5 渴輪螺旋槳發動楗的控制 

作爲不互相影響的控制的普 遍理論 的一個簡單的例子，我們來考慮一個渦®蝶旋槳 
. 發動機的控制問題 （阖 5 . 6 ).這樣一個發動機的運轉狀連的變數是：轉速 w 周輪的進氣溫 

度，螺旋漿的槳葉角以及噴油速率.控 
制系統的設計要求是使發動機能够產生 
各種可能的正規的穏態運轉狀態.錄於 
每一種穩態運轉戕態，我們都必瑣研党 
在那個運轉點附近的過渡狀態之下的控 
制性能.假設^：(5)是螺旋槳槳葉角 
與正規値之問的偏差的拉氏變換， W ,( 3 ) 
是噴油速率與正規値之間的偏差的拉氏變換.旣然我們 R 對離正規運轉點很近的過渡狀 
態發生 W 趣，所以渦輪轉矩被滕縮機與螺旋漿用棹一部分以 後的剁 餘轉®，螺旋槳槳葉角， 
喷油速率這三吉之間的闊係可以綫性化，因此，剩餘轉矩就可以表示爲 T ^ L ( S ) 與 W ,( s ) 
的綫性钒合.假設轉速與它的>:規値之間的偏差的拉氏變換姑 Yiis ), 剩餘轉矩就4以 


燃燒室 
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m <1 + u ) k s ) 來表示，這裏的 r 是由於發動機的轉動部分的惜性所產生的時間常數 
(可以銮看方稃 (4.1)). T 的値與所考慮的正規運轉點耵關，因爲方程(4」冲的阻尼系 
數 C 與轉速 乇關. 因此， 

{1 -h ts^Y^s) = ~aW-Xs) + bW^s )， (5,31) 

其中的 a 和6都是正實 常數， 這兩個常數都可以巾正規運轉點附近的發動機特性推算出 

來， a 和&的物理意義是道樣的：如果噴油速率一直保持正規値， W 2 ( s ) = 0 , 由方稃 

0.3 〗 ）就得出《= 一 :^⑼/…⑼.但是 s = 0相當於穩饈狀據，所以， G 就是當啧油連率 

保持常數時，發動機的穏態轉速的減少與螺旋槳槳葉角的增加的比値.如果，對於有各種 

不同的常數噴油速率的穏態運轉狀態，把轉速對於螺旋槳槳葉角畫出圖綫來，那末，在阓綫 

上被選定的正規運轉點處的斜率就是 t 同樣地，如果螺旋槳槳葉角是常數，我們也可以 

把稳 態狀態的轉速對於噴油速率畫出圖綫來，在這種圖綫上被選定的正規運轉點處的斜 

率就娃所以， a . 和6這兩個常數4以由表示發動機的穩態狀態的圖綫表逶出來. 

對於铀式壓縮機來說，在給定的 M 縮機轉速和一定的進口條件之下，經過壓縮機的空 

氣的質： ft 幾乎是不變的，所以>在一個給定的進口條件之下,加到氣體中去的熱景與氣體 

的質量的比値就是發動機轉速與噴油速率的函數.因而，發動機轉速和噴油速率就確定 

了進口溫度.假設渦輪的進口溫度及它的 1 H 規値之間的偏差的拉氏變換是那宋 t 

在 r ,( s ), FXs ) 與 W ,( s ) 之間盘可以建立一個類似於方程 ( 5 .3 U 的方程，然而氣體迮 

到熱平衡狀態的時間常數實際」 i 等於零，所以，方程也比較簡眾些： 

F 2 (?) = cW . j ( s ) — eY ^ s ), (5,32) 

S 裏的 c 和 e 也還是正實常數.事實上，如果對於不變的發動機轉速蒉出渦輸進口溫度 
與噴油速率之間的關係圓綫，那末，在選定的正規的穏態運轉點處的斜奉就是 c . 同樣 
地，如果.封於不變的噴油速率，畫出渦輪進口溫度與發動機轉速之間的關係圖綫1那末， 

托選定的正規的错態運轉點處的斜率就是 e . 

從方程 ( mi ) 和 ( 5 . 32 ) 中把 r / s ) 和 r 心）解出來，我們就得到 


匕⑻。 二^ ^( s ) + — ^— W ,( s ), 

1 + ts 1 + rs 

Y 2 (s) = — 5 ^ + W,(s). 

1 + Tg 1 -r rs 

這個方程組就給出了我們在理論分析中所用的發動機矩陣我們注意到這樣 一個有 
趣的事.實：花發動機矩陣裏只包合一個時間常數\ 只有這一個時間常數是發動機本身 
所固有的.當然，整個的控制系統中還有其他的時間常數，伹是，那些時間常數是由控制 
部分，伺脰馬逹以及測景儀器所引進來的，所以它們不包含在發動機 ® 陣裏面_ 

讓我們先來考虛控制發動機轉速和噴油速率的情形.這時，破控制量就进和 
%( s ). 在這個情况下，我們只需要 方程輒 ( 5 .33)的第一愐方程，並 ili = 1,^=2. \n 

而，發動機矩陣 E M 有兩個元素： 


(5.33) 



& 


E 


7S 




rs 


(5.34) 
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5,5 


而 


- |^| Kn = E IU |吨1 = 1, 


(5,35) 


控制系 統是由下列方程机所表示的： 

Ujis) = C u (s) [X〆 s) — Ln(^)yi(s)^\ 4- C^(s)[A(s) — (3 36) 

lj 2 \ s) = C 21 ( s ) [Xj( s) ^ L]i( s )] + C r ^ 3 (5)[iS T 2 (s) — L^( 5)Vl r 3 (s)] 

不瓦相影饗的倘什要求存下列關係： ^ 

C 2: ⑻= G ， (5,37) 


並且利用方秤⑸沾）， 

&⑷ G ⑴ _ 二叫 I %。 一心= 1 L (5,38) 

、⑷ C 4 ⑻ |^| Eu a * 

旣然一^是發動機轉速對於蝶旋槳漿茏角的偏導敦，而&是發動機轉速對於噴油速率的 
偏導數，所以，比値 ft . M 就是當發動檇轉速不變時，螺旋槳槳葉角對於噴浊速率的變化率. 
很明顯,個比値是渦輪螺旋漿發動機的飛行狀況的闽數，臂如說，比値是隨着高度 
的增加而增大的.因此，一侗設計得很好的控制系統就必顼能够隨時補償由於飛行狀態 
的變化和發動機運轉狀況的變化而引起的差異. 


對於發動機轉速的反應函啟就是 

fiS n ( s )C n ( s) 


^ 11 ( s ) 


(5.39) 


<7pS 11 (s)C 11 (5)L 11 (^ ) — (1 + TS) 

對於噴油速率的反應函數 A 、( s ) 就是 

T? f / q\ — , S m(s >C: ， 2 (S) _ 

22 瓦 2 (‘ ⑷ L ,』 ⑻ + 1* 

這雨個方稈 就確定 /發動機轉速與喷油速率在不互相澎響的控制狀態中的反應特性.現 
在的問題就歸結爲如何設計控制馎遞闲數和仏⑻使得系統在我們所需要的所有 


I 連轉狀態 T 郴具 tf 使人 滿意的 性能. 

现£^我們再來考虛控制渦輸螺旋槳發動機的第二種町能的辧法.我們要來控制發 
動機轉速和渦輸的進口溫度，現在的被控制贵就是 1^(0 和 y ,< s ), 所以在這個情形裏, 
我們需要用到方程組(3. 33 > 的 m 個方程，而 i U = 2 ,由不1£相影響的條件就背 


和 


S - 22 ⑷ C 21 ( s ) _ ae _ 

^11( ^ )^il( ^ ) ( C — & 6 ) + CTS 

Si/ s )Cu ( 3 ) _ 立 
S^(8)C^(s) a 1 


對於發動機轉速的反應函數就是 


^ n ( s ) 


Sn(S)Cn(s) 


Sn (^) C u ( s ) L 11 < s ) 


(c — be) 4 - cts 
ac 


對於渦輪的進口溫度的反應削數就是 


R ^( s ) 


^22( S )^2a( S ) 


S 22 〔沒） Cx( 5 〉 Z^( S ) + ( X /c) 


(5*40) 


(5.41) 
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笫: h : 章不互相影響的控制 
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5.6 有補充燃燒的渴輪噴氣發動樺的控制 


在這一章開始我們曾經談到灯補充燃燒的渦輪嗦氣發動機，現在-我們來研究這種發 
動機的控制問題.圖 5.7 就是這種發®榇的簡略構造圖.我們還是只來研究在一個遝定 
的正規稳態運轉點附近的過渡狀態的控制問題,所以，把各個變數之間的關係加以綫性化 
還是合理的. 

假設 ROO 仍然是 
發動機轉速與它的正規 
値之間的偏差的拉氏變 
換，是 M 噴笹開 
口面 M 餌正規値之間的 



匾差的拉氏變換：是燃燒室的喷油速率與 If : 规做之冏的偏差的拉氏變換； M 後， 
W ,( s ) 是尾喷管的噴油速率與正規値之間的塥差的拉氏铋碼.與渦輪螺旋槳發動機的方 
稈( 5 .31)類似，我們可以寫出下列 關係： 

(1 + Tsyr^^t) - a^v^s) + a 2 w 2 (s) 4- a^w^s), (^*42) 


這裏的 A , % 和化 都姓實 常数. 和渦輪蜈旋槳發動機的情形相像，這些常數都是發勐機 
的穩態狀態曲綫的斜率.所以.當燃燒室的噴油迚率和 M 噴管的噴汕速奉都是常数的時 
候，發動機轉速對於尾噴铿開口 S 積的變化率就迠同樣地，％就是發動機轉速對 
於燃燒室噴油速率的變化率;%就是 發動機 轉速對於尾喂徬噴油速串的變化率 • Jin 
(5. 42 ) 裏的 r 也還足發動機的唯一的時間常數，它表示轉動部件的慣性的影響，這一個 
關於發動機轉速餌其他的發動機輸入之問的綫性關係是費德爾( &1 . S _ Feder ) 和胡德 (IL 
Hood ) 推導出來的' 

如果發動機的壓縮機是軸式壓縮機的話，前一節的方程( 5 + 32 )在這裏仍然是適用的. 

Y ,( s ) 所表示的是渦輪的進口溫度，所以 

= — ❿⑻ + cW 2 (s)^ 

從這個方程和方裎( 5 . 42 )裏把 A ⑻和以>)解出來，就得到 




Ks ) 








?_TF 2 (s) + 


a 


+ TS 


^ Vs w ^ 


a^e 


zs 


W ^ s ) 


(c — ct 2 e ) + ezs 


zs 


W,(s) 


a-,e 


+ rs 


评 3 ⑻ 


昕以，發動機矩陣的元素就是 


E u 


五21 


a ! 


1 + rs 


a x e 






a > 2 


TS 


1 + rs 

(C - ~' ) -f* CT3 

1 + rs 


五 13 


E •思 


Cts 


rs 

a 3 e 


+ TS 


(5.43) 


(5.44) 


我們來考巌控制發動機轉速，渦輪的進口溫茂與尾喷管噴油速率的問題.這時的被 


1) M, S . Feder and R* Hoodj NACA TA ' 2183 (1950)- 
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控制量是和巧⑻.而控制方程就是: 


Uj ( s ) 


Cil( s ) [^i( s ) — ^il( :( 5 )] + C 12 ( s ) [X 2 (^) 

+ ^ 13 ( S } [^ V S > — ^33{ £ )^ 7 0( 5 )] T 


L ^( s ) Y ,( s )-] 


U ^( s ) ^ C - J !( S J ( S ) 一 ^11(£)1^1(5)] -h ^ 22 ( s ) [ X 2 ( s ) — L 以 ( s > i %( s )] 

+ G ^( s ) [5 a < s ) — ^{*^)^ 2 (^)] > 

= C 31 (s)[X,(s) ^ L u (s)Y 1 (s)] +C\/s)[X,(s) - L^(s)Y,(s)J 

+ ^35( [^3 V S ) —乙33 ⑷仍 ^(苕）] ， 


U 3 (S) 


(5.45) 


這裏的 X #)， X s p ) 和 ^ 3 {, s ) 分別是發動機轉速，渦輪進口溫度和尾噴管唄油速率的控 
制信號， 


方秤 (3.14) 的不互相影響條件要求 


^ i ( 3 ) — C ^( s ) — 0 


(5.46) 


方程 (5 J 9) 的條件 給出: 


■^li ( s )^ 12 (^) 

S ^( s ) C ^( s ) 

S ^( s ) C 21 ( s ) 

方程 (5.24) 的不互相影響條件給出 


0^1 


a,e 


(5.47) 


(c — a 2 e) + cts 


^ ai ( s )^( s ) 
S 3 g ( S ) C ^( s ) 


Q*a 


和 


Cl ^{ s ) =； 0 


(5.48) 


以上這呰方程裏的比値 —％AUii 都冇很簡單的物理 意義： 當發■櫟轉速和尨 

喷管噴油速率都是常數的時候，尾噴管的開口面楕對於燃燒室噴油速率的變化率就是 
一 當發動機轉速和燃燒室噴油速率都是常數的時候，尾噴密的開口面椏對於 m 喷 
管噴油速率的變化率就是 —〜/〜• 

如果方程和 ( us ) 都被滿足了，我們就得到不互相影饗的控制，這時 t 
對於發動機轉速的反應函數就娃 


丑 11( 5 ) 




Su ( s ) C n ( s ) 


Si〆 s )^11( s)L n (s) 


(c 一 a a e) + gs 


(5.49) 


a^c 


對於渦輪進口溫度的反應函數就是 

R ^( s ) = 


^2 ( S )C 也 (8) 


(5.50) 


S 2a (s)C 2 j{s)L 2 2(5) + {l/c) 

對於尾噴管噴油速率的反應函數就是 

卩 ，/ o> _ S33(S)C^(S) 

$33( 3 )0“ ( 只 ) L^(S) + 1 

根璩以上這些方稈就可以適當地 設 ㈢ 控 制傳遞函數因而也就可 
以確定 C ^< S )， C 2 L ( s ) 和 C ； B ( s) r 


(5.51) 



. 第六章 

交流伺服系統與振麗控制伺服系統 

在第二章和笫三韋裏我們曾經討論了關於普通的伺服系統的槪念和方法，在這一章 
和以後的兩章裏，我們要把這些槪念和方法推廣到一些疋複雜的綫性系統上去，這些系統 
雖然比铰複雜，可是它們都還是可以用以前的辦法進行扣當“近似”的處理.這個情况也 
就可以說明伺服系統的基本設計原則有很大的用處.道一章和下一章的內容基本上就是 
麥克柯爾 ( L . A . MacColl ) 在他 的書 1 嚷所提出的方法， 

6.1 交流系統 

在以前各章的剀論中>凡是伺服系統中的電勐機都假定是飪流電動機.但是，在宵際 
工程中希望用的還是交流電動機，因此 4 R 明顯，當我們在伺服系統屮應用交流電動機的 
時候就必須把以阶的討論中的某些部分加以重新考虚. 

現在我們來考盧圖 6.1 所畫的伺服矣統.這個系統的設計 H 的就是要*電動機的轉 
角孕隨着輸入信號變化.系統的輸出角度申是用一個電位計來測置的.電位計上的電彫 
就是反饋佶號.在這個系統的電動機，放大器以及電位計 上的電 流和電 ffi 都赴 ㈣ 的 
正弦波，也就是說，它們都是頻率不變而振幅隨時問變化的芷弦函數.假定它們的是 
%. A 本的交流電流是由振盪器所供給的，這就是寧雒导啤的一個例子.在一龟 
的條#之下，（下面我們就要討論到這些條#)， 以^的 ¥論 : ^有 k 大一部分也可以應用 
到這穐系統上來. 



1) Ls A* MacCo!!, ^Fundamental Theory of Servomechanisms”, D, Van Nostrand Com¬ 
pany, Inc” New York, (19+5) ( 肽文韩木 [34]), 
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6.2 


T. 程 襖 論 

我們光來考盧常系數棧性系統在 &調 幅的正弦式的 輸入信 號作用下的一般的穩態理 
論 . 這裏所說的 “ 穩態”是對於調幅信猇是單純的正弦式時間函败的情况而言的 • 假設未 
調幅的亨碑是 COS % 纟 . 在這裏我們雖然把載波的栴角収作零，但是並不影響討論的普遍 
也旣然 已經把 載波篇成實數形式，爲了方便起見顯然應該把調幅信號舄成複數形式 
這時已調幅的載波就是 

x(t) - e^cos u> G i =， i [ e w 扣 。” .f e Ui0_WD：t ] , (6.1) 

如果系轨的傳遞函數是 f ⑻，按照方程 ( 2 .16) 系統的穏態輪出 U / ⑴] st .就應該是 

[i/(0] 3t . = 4- “)〆 Qi + — 心。)气 （匕 2> 

對於實際的系統來說，函數通常是 s 的兩個實係數多項式的比値 ■ 跅 JiU 正如方程 
(3.17 ) 所表示的那樣 

一。） = J7TZT), (6.3) 

這裏，用符號上面的橫綫表示複共 軛値. 因此，方程( 6 . 2 )的右端就可以寫作 

全 [ 厂 + (>)^* + ( 一。 ) 广 * ] <6.4) 

其中 

F *( i 0) 。 F(ioi 4- O , (6.5) 

現在我們假設系統具冇以下的性質： 

+ 如卜 F(i% — i0) t ( 6 . 6 ) 

這時，表示式 (6.4) 就可以寫成下列 形狀： 

F ^( ia )) e itDt cos o > 0 t - 

這個結果表明；如果另外有一個對於頻率是 w 旳輸入，頻率特性是的系統，當條 
件 (6. B ) 被滿足畤，原來系統對於已調幅的載波（ 6 .1>的振幅的頻率特性 P (‘）餌那個系 
統的頬率特性是完全相同的.利用棧性系統的可學力 J 1 毕，可以把以上的討論結果推廣到 
更一般的輸入菡數土去，因爲很多稀褕入雨數都以用富利读級數或富利埃穑分表示出 
來，如果在輸入調幅信號的富利毕爭的学重要的部分上，方程< 6 . 6 >至少都能近似地 
成立，那末，已調幅的輸出信號的振幅‘乂信號而言的頻率特性差不多就是 p (。 >. 
在第四章中我們曾經證明，反飴伺服系統的性能可以完全由頻率特性所决定,旣然現在頻 
率特性的近似値是所以，第四章中所有確定系統性能的方法完全可以應用到交 
流系統來，唯一的區別 K 是在進行分析時把巧‘）用 ^ 4-來代替 • 
6.2 把直流系統癸爲交流系統時傳通函數的樊化方法 
如果我們不考慮某些過於簡單的情形(例如，單純的電趾>,那宋 ，根 擄方程（ 6 , 3 )就有 

F (^ i<o + iot ) 0 ) — F ( — iu ) 一 

這個關係和條件 （ 6.6) 是不同的，所 JiU 不可能對於所冇的實^値都能精確地滿足條件 

或者，稍微改變一下我們的看法，可以這樣說，如果兩個物理系統的頻率特性分別 
是 (‘ ）和厂 (&), 那末，關係 ( 6 . 5 > 不可能對於所有實 w 値都蕺格地被滿 ■ 足 • 但是，拇 
於特定的輸入信猇而言 , 在它的富利埃譜的主要部分上，完全可能有， [fl 谦實也 往往 # 一 
個足够大的 0 的範圍，在這個範圍之內，條件 (6^> 可以近似地破滿 S . 在以下的討論中 


» 
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我們就會看到這搏情况. 

我們考虛一個頻率是 〆 時由锺戚 L 與電容 C 串聯起來的阻抗 A 

■ » 

Z = Liu/ + 1 

CW 

= Li^(l —— ?—y 

V LC 0 十 


如果我們使 L 和 C 的大小滿足下列條件 


那末 


4 = 


LG 9 



一叫 )(1 .贫 • 


(6*7) 


如果 〆 一叫= w 相當小，或者說%與叫相當接近，就有 

Z ^ 2Li (a/ — w 0 ) — 

這個關係表明：常®率是 J % w 時，滿足方程〈 6 . 7 )的電威 L 與電容 C 的串聯組合， 

的阻抗差不多就等於電烕 2L 在頻率是如時的吼抗. 

類似地，如娱滿足條件 (6 . 7 ),電威 L 與電容 C 的並聯組合的阻抗么也就滿足下列 
關係： 


丄=+ Cio 

z 

^ 2Ci (tt/ 一 w 0 ) = sCfoj, 

因此，在頻率是 J w +叫時， L 與 C 的並聯組合的阻抗差不多就等於電容 SC 在頻率 
是 w 時的阻抗. 

一個單純電阻的阻抗當然是奥頻率沒有關係的，所以它在頻率是 w %時的阻抗和 
它在頻率是 w 時的 m 抗是相等的.因此，如果已經有了一個 巾電感 ，電容和電阻組成的物 
理系統， 這個系 統的傅遞函敫我們把這個系統裏的毎一個電咸 L 都用電成 
h =从與電容 G = 2 / Lwl 的串聯机合來 代替； 把系統中的毎一個電容 C 都用電容 
c, = ic 和電感 L = 2 / C ^ l 的並聯紐合來 代荇; 所有電吼都不> 變動; 這樣一來,我們就 
得到一個新的盖統，這個系統的傳遞函數就是 F ( s ), R 要^値足够小，方程（ 6 』)妁關係 
就可以近似地滿足.以上所講的由 F ^( s ) 變到 F ( s ) 的作法就稱爲把傳遞函數提高一個 
頻奉叫 . 

如果叫是振盪器所供給的電流的頻率，很顯然，系統中各個電流和各個電 M 都是載 
波的已调幅波，因此，根據以上的結果立刻就得出下列的方法:如果我們想爲一 
個交流系統設計一個放大器，我們 R 要按照第四章的方法先爲一個 K 流系統設計一個合 
通的放大器，然後再按照上述的方法把系紘提高一個頻率 叫就可 以了. 

正如我們所提到的那樣 ，以上 的討論中用到不少各襌各樣的近似方法，所以得到的結 
果也不&铯對精確的，如果想對於交施伺服系統作一個詳盡嚴密的討論, 就必轵 把迢些 
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近似方法所引起的效果加以嚴密的分析.我 r 不來研究這個問題，爲這個冏題的分析 
相當複雜繁重，而且對於伺服控制技術來說，這也不是一個很迫切需要解决的叫題. 

6-3 振通控制伺服系統 

現在我們來芎盧另外 一 類系統，這類 罕統就 是寧舉雙科價取 fqc 與心交 决: t 動捣 
的 孪制别 +&.号苹 -ffl 似，振伺服系航的信號也一如二“釦期振攝的，不過 ，荘 

振 i‘—k 分統中，信號調制的方法不.再是钱通的調幅士“，爲了能够簡單叨暸地介 
紹振 盈控制 伺服.系統的槪念，我們必 m 先提出一些預備知識. 

我們來介紹一禕很原始的但是&很普通的伺服系統.假如我們任系統袅加-個包含 
一個繼電器的電路，而且這個繼電器的特性是這樣的：如果輸入電壓 _ 的絕對缻+赵 
過一個一定的圍喂(也就是一個一定的常數)的話，轍出端就沒有電壓，如果輸人 fit ® 雄> 
的絕對値>(^| h 適那個閟限的話，輸出就是一個常數電動勢&這個電動勢是由一個 
電源所供給的，這個電動勢的極性决定於偏差信號的符诚，它總是傾向於使偏旁信號的絕 
對値逐漸減少.這就是所謂開關伺服系統（也就是包含有繼電器的伺般系統）的一個例 
子. 

開關伺服系統有一個很大的優點：我們可以用相當簡眾的開關 1 系統來操縱杻當大的 
功率，這個優點對於其他類型的伺服系統來說往往是很難作到的.伹足，從另外一方 M 
來說，開關伺服系統當然是一個非綫性系統 3 並II在第十章的討論中我們還要看到，它們 
的運轉性能也不如以前剖淪過的各種系統好.簡言之，振显控制伺服弄統 娃開關 伺服系 
統的一種變形，它保持了綫性性質的優點可是還能够橾縱相當大的功率. 

在進行討論振盪控制伺服系統之前，我們先提 m —仴理渝的結果，所有這一類系轨的 
理論都是以這個結果爲某礎的._我們考塌:一俑具有下列性質的裝置:如果輸入 
正數，粮出就是 + a ， 如果輸入是負馼，輸出就是 - a . a 是一個固定的常敖.我 
們可以把這樣一個裝置想像爲一個理想的躐電 s (—個閎限是零的開關伺服系統）.假定 
繼電器 的輸入信號是 

x(t) — E 0 sin ti) 0 t 4- kE 0 色 in cot, (6.8) 

這裏仏 t w 。 和 0 都是常數*在振撤持制伺服-系統的情痕中，瓦 s i n 4是系統中的玲 
琴寧攀， kE 0 sin W 是所用的信號，也就是零吧寧攀. 現在我 們跟計算相應的轍出 淋 
•6*4 繼電器的頻率特性 _ _ ^ 

如果輸入是由方程 (6-S) 所表示的 ，那末，繼電器的輸出就可以寫成下列 形狀： 

: XI 7 

22 a nm sin Km ^ + no )) t ] , (6.9) 

” = 0 n.= - cr* 

這裏的旮個系數 a 郤是與 f 無關的常數.當抓= 0時，內部的求和只對於芷的進 
行.爲了我們預定的 E! 的，最有興趣的系數就是《:。和^因爲振盪控制伺服.系紈 ft 正規 
的運轉狀態之了，其他的系數或者是非常小，或者由於適當的濾波乎續而被過濾棹. 

當= 0時，也就是當繼電$的輸入是一個頻率是叫的單純的正弦函數時，繼電器 
的輸出就是正負交替的矩形波，這個矩形波的高度是』而每一個矩形的長度都是 
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我們已經知澧這樣一個矩形波的富利埃展開式的第一項的系數等於 

— 4A 
n 

當# 0時 3 邋電 器的輸出就赶圖所表示的樣子 * A # 0時的 輸出羝 A : 

dh 給 m 战主训沖且一玄: fe!i 輪出和 (&入 


( 6 . 10 ) 
= 0時 




“ 2jrtJ k 3ffU/ 

ijT 巧冗 


® 


0 


e 

2a ： 

1 j 


kE^ sin 


雄常器輪出 


办 sin ik>Qi 


的輸出的差別就是一系列 y 

商度足 2 A 的矩形，在圖 “ 土 抑, . 

6,2裏我們用陰影的區域 叫 W ?V jT ^ n ^0 

表示逭些矩形.當间《1 A -纟 f — --4 

時,- mp ( 也就是輸出變 丨 ® 0 1 I © 

換符■號■的.時刻）與均与分 /_ \J g Y |f T ° sin ^ 

怖的各點 k -= 之 0^ ^ ^ ^ 

間的差別是十分微小的. |v / 1 | V 

因此，正如圖中所表示的 霣笟 器輪出1 : ^ E 0 ^^ 0 i 

樣 f , 表示輸出信號的修 I ^一^:- 1 ^ — 一 

正： &的那 s 矩形也是很狹 r ~ h ~ 山一 ^ A ~ 一 ~^ 

窄的.這些矩形的寬度可 圇 

以這樣近似地計算：在 l 處的矩殍的寬度等於調制信號在^處的値被持續振盪在匕處 
的斜率 除得的商數.因此，這個寬度就是 

⑽X =,'Ajsm^| 

如果 sin 基正數就要把矩形加到 （+ ) 未調制的输出上去，如果 sill C < 是負數就要把 

矩形從 未調制的輸出上減去（一）.所以矩彩的面禎可以看作是 

2AU „ j. 




4 


a 

4-^ 


圖6,2 


sin u > t n 


sintj t n . 


<*>o 


方稃 (6.9> 裏的系數 au 就是這一系列狹窄矩形波的宫利埃展開式中的第一項 sind 的系 
數.因爲 siixW 在矩形區域中的値是 所以， 如果取 W 個這類的“《矩形"就沿 



N 十 n , 


sin 2 wt dt = 2 A ^- ^ sin 2 

^0 n^O 


但是 



训 /40 0 


sin a ij)i dt 


Nn /^ 


2 ^ 

1 Nn 

2 < a 0 


(1 — cos 2< i > t)dt 

丄 sin ( 2 ^ —V 
4 ct > V Wq / 


而 


sin 2 — 办 in s ( n 7 r 
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cos f 2nn 


iX 


N _ 

V 


CDS (2 打冗 
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當我們把 iv 無限增大時，這個公式屮的和数仍然保持珩限，所以，讓 iV 很大，我們就冇 

^ Ak ~. ( 6il ) 
7 T 

方程 (6,10) 和 （6.11) 對於&很小的情况給出了雨個重要的系數與對於一般 
的左値，卡爾普 (I M* Kalb) 和本尼特 <W . H . Bennett 产曾經計算了這兩個系數.當 

o < fc<l 時， 




8A 

HA 

• r?Tc 


E{k) t 

ih \ k ) 一 （1 一 ^>^(^)1, 


這裏凡 （fc) 和 E ( k ) 分別表示错 - 類輿笫二類 ft 完全橢圓積分. 


( 6 . 12 ) 

如果 fc 相當小，橢圓 W 


分是可以展開的，這時就冇 


<^01 


4A 




te 5 

7 


a 



2A!c 

7T 




P • % 




(6 13) 


方程 （m) 表明，我們原來的簡萆計笕方法在分析的準確度上赴钔當正碗的 . B 
而它也表明方程 （no >與 (6.1 1 )所給的簡單結果對於不足很小的&値也還 mm , h 爲 
(G-13) 與 (6.10)(6,11) 的差別的數景級是妒.因此，輸出屮頻率赴如的成分 與褕人中间检 
頻率的成分的比，也就是頻率特性近似池等於 


Fi ( iw ) 


2A 

nE 


o 


(㈠ .11) 


的成"^的拔 


正如方程 （tuo) 與 (6.1S) 所表明 的情况，當& 扣當小的時候，輸出屮頻率是 w 
幅差不多是一個常數，而這個常數娃由繼電器本身的特性所完全確定的.而且，輸出中頻 
率是％的成分與輸入巾同頻率的成分的比是 4 A / kE q , 所以, 艢電器 對於頻率足％的忒 
分的放大率 比掛於 頻率是⑴的成分的放大率多6分 W(db). 

不難看出，以上的討論可以椎廣到這樣的情形中去：輸出不是 A^ u sin W 而是 
幻是任意形狀的函數而且如 G 的大小比持纘拫媪的振幅私小得多.在這種情形不， 
主要的結果可以這樯表述：如果調制信號中的高次项小到可以忽略不計的稃度或逬町以 
用適當的濾波的方法把它們最後過濾棹;如果繼電器的輸入是 

Eq sin o) Q t H- x(t), ’ 


而叫 （） 比私小得多，那末，對於信猇 ^ t ) 的傳遞來説，繼電器的性質就與一個綫性系統 
一樣，這時的頻率特性就是方程 (6.14) 所表示的常數. 

6,5利用固有拫盪的振盪控制伺服系統 

現在我們來進一歩討論振盪控制伺服系統.我們已經看到，如果只從信號的博遞作 
用的角度來考慮問題，持續振盈的作用電器變成一侗具宥正實數頻率特性的相 
當近似的綫性元件，因此，從一開始戕們就可以不必提到持續振盈私 sin 而把繼電器 


1 ) Bell System Tech. J., \A f 322—359 ( 1935 ). 
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宥作是一個綫性元#'因而也就可以利用以前各章的各種槪念和方法來處理這種系統. 
這個很巧妙的新方法是羅吉埃 (J. C. Loder) 所提出的. 

爲了簡單起見，我們一 K 假定伺服系統本身就具有濾波的性質，能够把繼電器所產生 
的所的不需要的調制項過濾棹.其實，我們還是可以想到，在實際情形巾爲了達到濾波 
的 H 的，有時候也還盂耍附加一些濾波器. R 然，不論系統中的濾波器是怎硓的 >它們都 
必須能够使仃用的信號通過，把這一點和其他方面的考虛聯系起來就得到這樣的結論: 
頻率％必須大於信猇的富利埃譜的主耍部分的頻率， 

不論在系統採 用邵一 穐濾波的方法，輸出中總是包含一個頻率是％的振设成分.特 
別 5® 茲汴 S : 如果用濾波的方法把這個振 S 成分的振幅減低■到一定的數値以下，後果反而 
不好.因爲在事實上這侧拫盪能郇也嘞力滑潤”的作用,它能够減少靜力摩擦.鬆弛以及其 
他各槌與系統冇關的非綫性作用的影響，而這些作用都是使伺服系統的運疇性能變壞的. 


放大器> 繼鬼:器 h ^— 


反館綫路 


圖 6.3 

我們一 K 還沒有特列討論用什麽方法把持續拫盪 < o 0 t 加到繼電器上去的問題, 
我們僅只附帶地提到過，可以用一個附加的振黴器來供給這個振盪.用拫盪戕供給持續 
拫 盪的系 統在可變化性方面&冇優點的， K 爲持鑛拫盪的振幅 孤與 頻率％都不難加以 
改變;可是道種系統總昆需要一定數景的額外的設備，這是它們的一個重大缺點.以下我 
們將要簡軍地介紹一類振盪控制伺服系統，這類伺服系統本身就能够供給持續振盪而不 
需要額外的設備. . 

我們來看圖 as 所表示的系統.假定這個系統被設計得具有這檨的性能：當沒存輸 
入佶號時系統也能以某一個固定的頻率叫振盪，這個叫的値是由反饋迴路中的餞性元 
件的頻率特性的和角偏移所確定的.正如我們已經_苕到的，對於持續振盪而肯，繼電器所 
起的怍用就像一個綫性元件一樣，而 II 頗率特性 4 i 4/( tt 私）是一個與振幅成反比的正實 
數.正因爲如此，振遨的振幅 也能自 行調整，使得由於迴路中的繼 m 器和綫性元件而產生 
的放火率®後變爲一. 

現在假 定贺一 個信號加在系統上.如果在繼電器的輸人部分上相應的偏差信號相當 
小，那末，繼電器對於持續振逊的放大率基本上就不受到影響，丙而還可以以原有的頻率 
和振幅繼續振盪.我們已經證明，艢電器對於信號所起的作川也是棧性的，繼電器對於信 
號的放火比對於持續振 盪的 放大小6個分貝 t 很明顯，在這種情況下/我們就得到一種振 
盪控制伺服系統.這種系統基本上與以前所討論過的邯種系統是相同的，唯一的區別在 


1>粘助於強振适使片栈性系杖转:性化的數晷根據可以 S 閱 [3 S —：??]， 
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於:這種系統的持續振盪 E 0 Hin w 0 t 的頻率和振幅都是由系統本身所確定的（遺嵇眾盪稱 
爲 ㊉ 弯舉箄}，然而在以前的那種情形屮我們實際」:假設持續 . m 盪是與系統無關糾\ 

&果^系統赏作一個伺服系統來考處，那末/在所有的討論 s 我們只需耍考慮繼觉器 
對於信號的頻率特性，也可以按 M 以前旮章所提! 11 的方法進行處埋，並不需更顥盧持賴 
振區.但娃，因爲耍維持系統的持績振 I 所以>從伺服系統的角虔來說，性能的改#還是 
受到一定的限制的.在以下的討論裏就可以君到這一點. 

假設厂以）是控制綫路對於信號而言的傳遞函敷，這個函数是按照方程 (6」 h 計算 
的，對於持績振 i 而言的傅遞函馼错然就是 2 F ( S ). 旣然系統有持蹯拫显，所以系統的 
傳遞函數1 + [1/2^( 5)] 有一個純虛數零點 S = b fl . 所以 

2 F ( it ^ a ) = 一 1 . 

因此，當 s 沿着虛軸變化時，乃氏圖的 1 /F(s) 圖綫必須經過 一2 黠.另一方面，當我們 
把系統看作伺服系統時，爲了保證它具有滿意的性能， l/F(s ) 圖綫 就必須 滿足笫四章所 
討論過的那些條件，包括必須離開一 1點相當遠的條 fKfE 內；很明顯 * 由於多了一 flS 限制 
條件，就使得系統比沒有這個限制條#的系統更難滿足這些條件. 在這個 意義上，從可變 
化性的角茂來濟，這一類利用本身的固有振盪的系統是不如那些利州外加的振撮怨供給 
持賴振盪的振盤控制伺 K 系統的 . 所以，當系統能進行持續振 M 時， l/F(i ^ t ) 圖棧必須 
經過 - 2 點.爲了避免圖綫經過一 1點的附近，可以採取這樣一個 辧法； 設法使岡较在 
—2 點與實軸垂直地相交，這也就表示，在系統的固有頻率叫處 t 向量 VR 。） 的長度 
變化得非常緩慢，而相角變化得比較快， 

6.6 一般的振盪控制伺服系統 

繼電器是非綫性裝啬 . 伹是如果把一個高頻率大振幅的正弦振盪加到信號上去，那 
末，對於信號而言,就可以使得輸出與輸入之間的關係變成綫性的，所以，振盪控制伺服 
系統的基本槪念就是把非綫性系統綫性化，羅埃布 （ J . M . Loebr 已經證明：道個槪念 

可以應用到任何非綫性系統上去^並且他把這個方法稱爲夺攀季學 喂昂辞 巧了，寧作啦 

方法.因此,我們也就把利用這種方法的伺服系統稱爲一蠡 kAm / … 

i % %%«*%••«%*■ 

我們來考盧一個一般的函數 W 朽，這裏的1/是輸出， m 是輸入.如果把變敖 Z 換成 
Z \而 S 是一個比^小得多的數.如果 V (^) 是一個正則函數，我們就可以把2/0 + O 
展開爲泰勒 (Taylor) 級數： 

y(x H- e) 4 = y(x) -h b ^ ~^~(^^) + … * ( 6 ， 15 > 

現在我們假定輸入 ^ 是一個時間 t 的周期函數，周期是 T ， 並且 e 是一個常數.顯 
然， 2/0) 也是時問 t 的周期函數，周期也還是 T . 不難想到， dy /如 與 dV / ti # 也是時 
間 t 的周期函數，而 JL 周期也是 A 周期函數可以展開爲富利埃級數，所以，如果把 s 的 
高於一次的方冪忽略不計，我們就得到 


1) 這是肖持板汚■系桄的主型特性，山於系紙忠存繼窀器使得存在拫#，卷閲 [I〆，A 3?]. 

2) J » M * Lc eb , Anrt t da T 会 14 r (.!)” mmica t , 尨， 65—71 (1950), 
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y(x + e ) a m + ^ (a^n cos nwt 4 - &：m sin n<x>t) 

n= l 

r V 

+ S Ct lfl + s (a Jn cos nu>t + b ln sin na > t ) J f (6J6) 

- n = l ^ 

其巾 0= 娃轍入 3 的頻率. 

如果 e 不是一個眞芷的常數，而是一個變化得相當緩慢的時間函數，它的基本頻率比 
W 小得很多.這時，方程 die) 仍然近似地正確.現在把看作是非綫性裝置的輸入 
與輸出之間的關係，把看作是信號，把看作是附加上去的高頻率大振幅的持續 
振鼢，這個持續拫盪不必須是正弦振盪，在非綫性元件的輸出屮表示信號的足方程(6.16> 
的第二項.旣然頻率 wJte(t) 的頻率高得多，所以，我們就可以把下列富利埃級數所表 
示的周期函數看作是载波， 

C 0 

flio + cos TKot + sin no > t ) $ 

把 e(t) 看作是調幅信號.在的討論中，我們都是假定非綫性元件的輸入: r 與輸出3/ 
之間冇直接的函數關係扒朽.羅埃布 <J. M. Lo e b> 曾經證明 ：即使 y 與 z 之間的關係 

是一般的罕序寧晖评 (也就 是說， W 在時刻 * 的値不僅槿與 a 在時刻 i 的瞬時値有關 > 而 
且也輿在時剠的 z 値耵關），方程 （6.1 6 ) 也還婭成立的.這穐更廣泛的輸入輸 
出關係的槪念就可以把例如齒輸罄弛等等的 if 锋現象包活在內，而且這種槪念幾乎對於 
所有的實際的非綫性裝置都能適用.因此，^於^-般的振還控制伺服系統來說，輸出中的 
信號的形式是被調制的載波，而且對於信號而言，輸入輸出之間的關係是綫性的. 



現在，我們假定附加的持紹慠盪的波形是對稱的，例如 JH 弦波或圖 0.4 所表不'的鎇齒 
_等‘ 如果 W 幻赴偶函數，或者說 

v { x ) = v (- x) t 

dx /^ \ dx /-^ 



(6.17) 


那末,對於周期函數扒；0與就屯 r 列關係： 

t+ 2 

㈣ = -(^ d X ) 

\dx/t \dx/ 


(6-18) 


從這兩個條件就推導出 
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a 01 = = 0，^ 0 是偶函數時). (6-10) 

因此，如果把高次諧波忽赂不訃/載波就是一個頻率是 co 的正弦振盪.這也就是前一節所 
討論過的交流伺服系統的情形4在那裏所提出的設計方法仍然可以用到這類一般的振盪 
控制伺服系統1來，如果扒 W 是奇函數，或者說= —扒 一 W , 我們也還可以寫出 
一組類似於方程 (6.17) 和(6.18> 的條件，而且可以導出下列 條件： 

«oi = 0, du =心= 0 (2/($) 是奇函數時）. (6.20) 

如果忽略掉高次諧波，這個情形與第 6.4 節所討論過的振盪控制伺服系統是 完杂柑 同的. 

以上的討論衷明：如果伺服系統中包含有非綫性元件，我們就可以用在蝓入信號上附 
加持續 拫盪的 方法使丼綫性元件的特性綫性化，司時把原來的系統變爲性能較好的振盪 
控制伺服系統.而且，完全可以用道一章所講的备種方法來設訃這一類伺服系統， 


第七章 

採樣伺服系統 


疽到現在爲」 h/ 在我們所討論的各種伺服系統屮，被處理的信號都是連爾的時間變數 
f 的函數，可是，贳際上會碰到這種情况:伺服系統所需要處理的信號是以 -牟寧 学的函 
數所給定的.舉例來說，一個輸入信號 只是由 某一個函數# i) 在間隔相会土“時刻 

I 

0, t 。, …的値所確定，而在這些所謂伊_呀零 j 之間的時間間隔中，輸入是沒有被確定 

的.這就是信號是離散變數的一種情况/ ^ ^ ‘ 

如果遇到剛才所講的那種情形，我們6然對在备個採樣時刻的輸出信號的値發生興 
趣.同時也希璀伺服系統具有這樣一種性質:飼服系 統只根 據這些輸出値對輸出信號進 
行改正作用，住採樣間隔之内的輸出値並不影響改正作用.如果一個伺服系統具有這穐 
性捋，我們就把它叫作呼 f 俜準 予衅. 在這一章裏，我們將要簡單地講一講綫件採櫧伺服 
系統的理論，我們所要採 4 取的 kK 和作法與以前各章關於連績作用的伺服系統的討論是 
十分相像的. 

7.1 一個採樣綫路的輪出 

圖所 ffi 的是我們將耍討論的抹樣伺服系統的簡圖.這偭系統4包含冇丧通的前 
向控制綫路和反饋綫路，這偭名統的主题不同之點足在反銥綫路上有一個作冏期性運動 
的開關，這個 開關只 在等間隔的备個採樣時刻 H 2上閉合很短的時間，在其餘時 
間這個開關總是開斷的.如果在系統屮還包含冇能够儲藏能蒉的元件成者具有頻率選擇 
性的元件，那末，理論的敍述 K 在細節上有所不同，而沒有根本的改變，旣然如此，我們就 
可以假定前向控制綫路的傳遞函數與頻率無關，因而使沿敍述可以簡單一些.至於前向 
綫路是一個 s 的有理分式的情形，也可以類似地加以處理齊普金_(兄3. UbmKmO 以 
及拉格基尼 （J. R. Ragazzini) 和紮第、 L. A. Zadeh) 曾經在這方面進行過較詳細的分 

析，開關被安裝花圖 7 .1 所表示的部位上也是一件很冇影響的事實， 

以下的分析都足根據這樣一個 
假設的：開關閉合的時間非常短， 

以至於我們可以認爲反鉛綫路所受 
到的是一系列的冲 *. 我們還假 
定：反骯綫路對於單 位冲量 的反臁 
心 ( i > 是時間的運續函數，這也就是 
說，對於小的〖値，心(0的變化情 



1) J. R- Ragazzini and L. A. Zadeh. Trans* AIEE f 7f, Part II, p- 228, (1952)* 
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況輿尸的變化情况是相像的.這裏 n > l ， 這時^⑺在* = 0處沒有跳躍.如果反饋 
綫路的俜遞函數是 KP )， 根擄一般的公式，方程 


A 2 ( t ) = 



F ^( s ) e At ds , 


(7.1) 


這裏， r 是一個比 F^(s) 的所有 ® 點的實數部分邡大的一個 f ? 常數， 如果對於很大的 s 
値， F 2 < s ) 的變化情况與 l / s m 的變化情况相像，按照拉氏變換表(表 2 . 】 ），對於很小的 f 
値， WO 的變化情况與 t m i 的變化情况相像.我們別假設的心4)在* = U 處的連賴條 
件 ，要求 m 至少翦等於 2. 所以,對於趨近於無限大的^値來說， F ,( s ) 趨近於湣的速度 
至少要和 〗/ f 趨近於嚣的速度一樣快. 

這樣一來就很淸楚了，如果在 t <0 時，輸入信號 AG ® 等於零 > 邢末，在一個-般 
的採樣時刻砵時，愉出信號的値3/(吨>就是以以前所有的冲 fi 的影響 和總和 來計算的， 
它可以用下列公式給出： 

r ft n 

y(nt Q ) : F\ x(nt Q ) — dt G y^ t y(fct G )h 2 (ni 0 ~ k%) 3 ( 7 , 2 ) 

這裏的咫表示前向控制綫路的傳遞函數(也就°是放大器的放大）,它是一個常數 .0 表示 
開關每一次閉合的時間與呼 f 增 f 匕的比値，0<1.因此，沉必 ( 吨） &在 t = 吣時忟 
饋綫路的輸入冲贵. * 


如果在各個採樣時刻 Wi ) 與 hit ) 的値 都是已知的,我們就可以根擄公式 ( M ) 用初 
等方法把扒 0 )，&(匕)^(汍），…侬次計算 出來； 但是，我們所要採用的不是這種方法 ，rfri 
是另外一種更淸楚的訃算方法，利用這個新方法我們就能够把採樣伺服系統的理論化 
爲與第四章所討給的普通的伺服系統的理論相似的形式，這個方法是施梯必茨 （ G . EL 


Stibitz) 與申南 <G ， E. Shannon) 創始的 • 

7.2 施梯必茨，申南 （ Stibitz-Shaiuion) 理論 

我們先來規定下列三個函數： 

co 

尸(和 ^ x ( nt 0 ) e ~ nta \ (1,3) 


F *( s ) = ^2 y ( 7 it 0 )e 


( 7 , 4 ) 


n(s) “。 SI 心⑽ ) 广 - (u) 

ft=D 

這些函數都是 s 的周期函數，15們的周期郡是虛數 ㈣ ％• 在以上三個公 式中， 吨的闲 
數就是宮利埃系數，從 y ( t) t h 2 ( t ) 變爲 xw 和 F }( s ) 的步驟與方程 

(2.1 )所表示的求®當的拉氏變換 X(s), T(5), 匕⑻ 的步驟是非常相像的_花那裏被考 
慮的是連續的時間變數 L 但是現在所考虛的是離散的時刻 mV 所以，那襄的擠分符號 
也就被換爲农和符猇.不難看出，方程( 7 . 3 ),( 7 . 4 )和( 7 . 5 )所表示的是拉氏變換的一種變 
形，這種變形自然適用於採樣伺服系統的情形. 
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我們暫時光來考慮 叹 S ) 的所布極點都在虛軸左方的情形.在這種情况下，當 Z 趨 
向於無限大的時候，就按指數律袞減下去，而且對於實數部分大於某一個負常数的 
所不 fs 値.公式( 7 . 5 )的級數都逛收斂的，當然，公式< 7 .3>和( 7 .4)的級數的收斂性显與 
轍入信號的 性質有 關的.我們只限於考虚這樣一類輸入信號:它們使得 (7.3) 和 (7.4) 的級 
數的收斂狀態和 (7.5) 的級數相同，其實,對於: T ( i ) 來說，這個限制是很微弱的，在 學雖 
iSPe » ( h ，我們也常常引進遺個限制. _ ' 

| ^ 程 (7.2) 先州乘，然後再對所有的 K 値求和，我們就得到 


Y *( s ) = F , 


X * ( s ) — 6 t 。 




p ■ 

- kt 0 ) m 


但是 






I ^ 

y(fcto)^2(Mo 一 kt^) 




Ot D J^^y(kt,)e 


"■fctgS —ft 




仍 ° H y < kt o) e 


kt 0 9 ■ wt c ^ 


h 2 (mt 0 ) 


•=Q k 


=0 F -；( s ) F h ( s ). 

在以上的數學計算中，我們把對於 n 與的求和換成對 


於與 m 


一 fc 的求和 4 道個數學的變換可以用圖 


來說明.阏中用矢綫表示求和的順序和求和的區域. 
根據這個計算的結果，就得到 


Y ^( s ) = ^ X *( s ) - «^( s ) Y *( s )] 



或 


圖 72 


F ： 


Y ^( s ) _ 

X*(s) ~ Y^6F 1 Fi(sy 


(7,6) 


方程 ( 7 _ 6 ) 與以前討論過的反饋伺系統的基本方稃( 4 ^) 是類似 的.這兩種情况的 
區別柘於所牽涉到的函數的解析性質是不间的.以後我們還耍討論這個問題. 

現在我們假設 2 /(他。）具有這樣的特性：只要 s 的實數部分不是負數， F -( s ) 的級數 


就是收斂的.對於純虛數的 S 値，級數當然也是收斂的 4 假設 


“，就有 


Y ^( iu>)e 


int^to 


S y ( mt o) e 


—ft) 


因而有 



'0 t Q 


或者 


y(nt 0 ) = - °； / Y^(iu))e id^ 

2 ni J c^n 




設 k 


並11^。=心最後就得到 


y(nt Q ) 


^0 
2 m 


j ： 


Sfl + (沘 w 


Y^(8)e ntuS ds. 


根據關於複變函數積分的柯西 ( Cauchy ) 定理, 


V (^ to ) 


2 m 


^(s)c ntaS ds 


r 0 



F^jsye^ 

r + 6 i ^ Ff ( s ) 


ds, 


(?. 7 ) 


4 


正如圖所表示的那樣， r 是連接 $ 平面的虛軸上距離镖 m / 匕的雨點的一條箭分路 
綫，而且被積函數的所冇奇點都必須在 r 的左方 . 以」 : 所 講的是 I 的奇點都在左半 s 
平面的惰形，但是如果按照同樣的條件規定错分路 j s 

綫 r ,那末，即使 y 七） 在右半 s 平面上耵極點.方 - <0+^- — 

程 (7.7) 也還是成立的， 

根擄和 F*(s) 的周期性，我們可 以在情 ^ ~r 

分路綫 r 上苒增加南條與實軸毕行的虛 k 錢而不會 

影響椏分 a ?) 的 c (圖 a ). 這樣一來，被橫函數 ^ / v 

的全部極點都被包含在新的積分路綫之內了 . 可以 "* 90 \ 

證明：對於合理 ft 輸入信號來說， P ⑻不會冇實數 岡 

部分是正數的橄點，因此 * 使輸出不穩定的原因只可能是這樣的：方辟 ( 7.7 响被 褚函數 
的分母有實數部分是正數的零點 . 所以，和普通的伺服控制系統非常相似，穩定性的必須 
而 IL 充分的條件就是:方程 


如 




( 7 . 8 ) 


在右半 s 卒面沒有零點.下而我們就來諜一講如何把第 4 . 3 節的乃氏準則適當地加以修 
改，使得這個準則也能應用在 H 前的穩定條件上. 

7.3 採樣倒服系統的乃氏準則 

因爲〖7(幻是阄期函數，所以，如果希盟知遒方程 ( 7 . 8 ) 在右半平面有沒宥零點，我 
們只嬰看一看在一個苽度是 仏/% 從虛軸開姑 T 向右方無限延展的條形區域裏有沒有方耗 

( 7 &)的零點就足够丫（圖 7 . 4 ).假 
定在虛軸上和虛軸的右方沒 
有奇點，並且假定1 -H 0 F . Fr ； { s ) 

在虛軸 上沒冇 零點，我們就能够 
(而且實際上也是這樣作的）把條 
形區域在鉛直方向適當地 移動一 
下，使得條形區域的水吊邊上沒1 
圇7,4 1 + 6 F x F ^ s ) 的零點.現在我們 

讓 s 點在圖 7 . 4 所表示的閉合曲綫 A 5 CZM 上轉動一周，■這時，向量 0 F , F ；( s ) 的) n 點 
也就相應地描繪出某一條閉合曲綫就像圖 7.5 所表示的那種情形―樣.我 
們並不想把這倏向量⑷的頂點曲綫炅正畫出來.常 s 走過我們就#到 
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弧_當 S 走過召 c 時,我們又得到一個弧綫 B，d 爲 F *( S ) 的周期性， B f c f 是一 
條閉合曲綫*當 s 走過 CD 時，我們就得到 弧; 同樣，由於的周期性， CW 與 
相熏合但是方向相反.最後，當 s 走過時，我們就得到 ^ A 1 弧，不難看出 D f A f 


c \ 


9 


也是一條閉命也技 * ⑷平面 

根擄柯西定理，如果想知道花矩形區域 ABCDA ^ __ 

內有沒打方程 as) 的零點，我們 k 需要研究一下當 

動點 • WV ^( s ) 祁 閉曲綫 AWd ' l 上走一周時，從 〆 ) 

一 1 到 dF \ F \: ⑻點的向最是否圍繞 一 I 點轉動了不 j ~ ~7 

等於零的總圏數就够了，現在我們來考慮一下，常圖 f y 
7.4 的矩形的 i?C 邊無限地向右移動時的情況.沟方 W ； 

程( 7 . 5 > 很容易看出：圖 7 ,5中的閉合曲棧弧必 ^一 ^〆 

然要逐漸收縮成一個點.所以，寶 際上起 作用的 R 是 圖7,5 

閉侖曲綫弧很明顯，方程 ( 7 . S) 在條形區域內是否 有零點 的問題就化爲這樣一僴問 
題:常動點把1打⑻在 d 上轉動 一周時，從 -1 點到動點的向量是否圍繞一1點轉動 
了不等於零的總圈數.這就是簡眾的採樣伺服系統 (7,2) 的;馬 lj 【 ' 

以上我們所講的就是關於採樣伺服系統的施梯必茨-申 k-kk 基本內容.這個理 
論不論在觀點上或在形式上都與運續作用的伺服系統的理論十分相像， 

7-4 穢態誤差 


圖 7,5 


如果轍入是單位階躍函數 i(t). 


郡）= S 


nt d ^ 




一 td ^ 




根锿方程( 7 _ 7 )就有 


y(nt 0 ) 


t 0 F \ 


r / 




dfi 


2m [1 - C^ Sc5 ][l +^^(5)] 


當 n 4 oo 時，只冇原點是有重要作用的極點, 


lim y(nt Q ) = 


F , 


1 + dFiF . fiO )' 


(7.9) 


如果轍入是一個常數 kg ， 這個方程就給出輸出的穩態値，因此,穩態誤萣相當小的條 
件就是 ’ 


F x ^l + QFJF * ( 0 ) 


或者 


F x 


- OFU ^ 


( 7 . 10 ) 


如果要求轍出與輸入的差數相當微小，我們就必湏按照條件（ 7 .10)來規定前向控制綫路 
的放大 h 的近似値.採樣伺服系統的條件(7.10>與連賴作用伺服系統的條件 (4.11) 是類 
似的 . 
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7.5 巧⑻ 的計算 

爲了使以上的採樣伺服系統 理論页 加切旮 fl 際/我們還必顼作進一步的討論. 

與這兩個函數都是用來表示反饋綫路的特性的：當反 m 綫路是 連鑕作 
用的伺服的紕成部分的時候，尺 ( S ) 就足很重要的特性.但是，當反饋綫路用在採樣伺服 
系統上的時候，就成爲 m 耍的時性了，從敕學上來看. ao ) 比簡 m 得多， 
而且，我們包常常把 F 2 ( s ) E 接川到設計綫路的方法上-丸因此，找出 F *( s ) 與心>)的 
關係，就是很 重要的 事情了，而且我們還希哿這個關係越 ifi ： 接越好< 再重複一次： ^ i ( s ) 
恳攻的掲期函數，周期是虛數 咖 / t 0 . 並且，赏我們川 乃氏準 則分析系統的性能的時候, 
只需耍在 一 ^^。00凡的範圍內研究頻率特性 K (心） 就够了. 

假定 s 的實數部分比 r 大，按照以前的假設， r 是一個負數，根據方程 0.1) 和方程 
(7.5) 我們就得到 


n(o = 广咖 O 

2 m J 




Fn ( Q)dq 2 





Jo, r +ia F 2 (q)dq 


(7,11) 


以下我們就用帘寧方法 ( -葶方法 〉 來計算右端的積分- 

被嵇函數有^干個^^: F ^( s ) 的極點都在愤分路綫的 左方； 徂是那些 『 tr 方程 
1 — r va_ ~ = 0的零點所構成的極點都在積分路綫的右方.不難看出：沿着從 
到 r + 〗 oo 的直綫的嵇分値等於在順時針方向上沿着這樣一條閉合请分路棧上的積分値: 
這條閉合路綫是由原來的 K 綫和右半平面上以那條商綫爲 K 徑的一個無限大的字圓周所 
組成的.闪此，方程 ( 7 .1 U 右端的積分値等於與被積函數在方程1 一 = 0 

的各個零點的留數的和的乘積. 

方杩1 — ，〜卜” = 0的零點的一般形式是 a = s ^-( 2 nim / t 0 ) t m 是任何整數.被 
積函數在這樣一個極點處的留數是 — + ( 2 Mm / t 0 )] t 所以,就得出 


F ^( S ) 



+ 


2 mm 

^0 


(7.12) 


這個公式使我們能够相當深刻地看出 F .：( s ) 的性質 t 有時候也可以利用道個公式進行近 
似的計算.但是，我們還可以用相常簡單的存限形式把 F ?( S ) 精確地表示出來. 

函數 F ,( S ) 可以寫成冇限多個部分分式的和， 


F ,( s ) = S -」'— ， (7,13) 

s — s k 

這裏的各個 W 和％都是常數， n 是厂办）的分母多項式的次數.這樣 - 1來，利用方稃 
( 7 .1 2 )就有 
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n 

M(s) = y]a k 

J 




_1_ 

(2mm/t 0 ) + (s — s k ) 


_1_ 

<27riw/t 。） 一 （ S—5 灸 ）- 



• w 

S 〜 




2(5 - S k ) 


-s — s k (4n^n 2 /tl) + (s - 8 k ) 


伹是，我們知道 coth ^ 有如下的 M 開式: 


(7.14) 


coth z 


+ 2 <S 


1 


2 ^ mV + 〆 

所以，方程 ( LI 4 ) 中對 m 所求的和數可以計算出來，因此就得出 


Fi ( s ) 


% 


a k coth 


( s — s k )^ o ] 


2 


(7.15) 


利用這個公式*對於任意的 s 値都可以把 F ， t ( s ) 準確地計算出來. 

如果匕很小， F 2 (iay) 的値在一 間隔之外小到略去不計的程度 t 

那末，根據方程 （7.12) 就可以很淸楚地看出 F -{ s ) 的定性的性質.事實上，在間隔 
- Tr /^ OO / k 裏 "( i 幻差不多就等於 K <&). 我們將要看到，如果&相當大，我 


們也還可以得到一個相當簡單的 F ㈣ ) 的近似表示式，把各個零點 s k 寫作 


s k 


— A a + i < A > k> 


(7 J 6) 


這些 A k 和叫 都是實數.根據我們的假設，所有的4都是正數.按照方程( 7 .1 5 )，現在就 
得出： 


Fi(w) = coth{A[A ft -hi(<o - ^)]J 

fc 1 


因此，對於大的％値就有 

盔土： Ml + 加-叫棒 (7.17) 
2 t^i 

當《很大的時候，方程 (7.13) 可以寫作 

» 1 « 

^( S ) =—乏]〜+ 去 + "' 

S » 1 k — I 

但是我們曾經假定；反饋綫路對於冲量的反應是連績的，所以，當 S 很大時， F ,( s )^ l / S \ 




+ e 




e 




因此 „ 

2^ = 0, (7.18) 

k^l 

這樣一來，方程 an ) 就變成 

K(ia0 免 (7.10) 

fc = 1 

對於宵際的物理系統來說，心或者是實數,或者成複共軛對出現，所以方稃 (7.19) 中的和 
數一定是實數.因此，當0從一^^變 到巧％ 的時候， G (心）的圖綫是一個圓，這個圓 
的半徑是 

t 0 ± a k e ^ 

k^l 


(7*20) 
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7.6 連續作用伺服系統與採様伺服系統的比較 

我們已經君到， 如果匕 的値很小，盖不多就等於一).對於逆續怍用伺 
服系統來說，穏定性的判斷準則就是 F . F ^) 阖綫應該不繞過一 1點，對於採碟伺服系 
統來亂 OF ^ yi ^) 圖綫噸該不_過 一1 點，或者說， F , F ,{ m ) 圖綫應孩不_過1/0點, 
因此，如果 R 考虛系統的穩定性，採樣伺服系統的放大 A 就可以比普通的連續作用伺服 
系統大得多， 

如果6的値很大，根據方稃 (7.19) 和 <7.20) 乃氏準則就變爲 

舻:卜 |<1， 

旣然〜 的贾數部分都是負數， F ；( io >) 圖綫的半徑就很小，又因爲閒關閉合時間與採樣周 
期的比値6乜是一個很小的數，所以，我們可以使放大心相當大而不會引起系統的不穩 


由此可見，不論採樣周期 L 大小如何，採樣伺服系統的穏定運轉的條件總是比普通 
的反饋伺服系統的穩定運轉條件寬鬆得多 . 這個事實也許是可以預料到的：因爲 R 在很 
小的一部分時間之內，系統才具有反饋作用，所以，除丁採樣時刻的値以外,對於輸出並沒 
有任何限制，闲此，穩定性 條件當 然也就可以弱一些. 

7 J 尺 ( s ) 在原酤有棰點的情形 

在實際情況中， F ,( s ) 很可能: {H s = t) 處冇一個極點.爲了避免某些不必要的麻煩, 
以前我們並沒冇考盧這種情形.現在,我們把這種情形簡短地討論一下， 

首先,我們可以看到，如果 s = 0 ^ F ,( s ) 的一侗極點，那末常數 f 就必須是 TH 數，而 
且 F ；( s ) 的無窮級數表示式 ( 7 .1 2 )R 在 s 的實數部分是芷數時成立，其次，另統的乃氏 
圖也耍發生變化；最顯著的變化就是：乃氏圖不再迠閉合曲棧，而是一條開放的曲綫了 + 
我們也可以認爲這條曲綫花無限遠處的兩個端點是被一個順峙針方向的無限大的半圓周 
所運接起來的.然而，在這種情形中，的有限表示式 （7.15) 仍然成立.如果，設 
s i = 那末，方程 (7.15) 就變爲 

F 《( M ) = CQt ^ + ^ a k coth to[h + i( ^ ^ 叫 ）] • 

如果~的値很大，我們就得到一個類似於方程 (7,17) 的公式 T 




^ f ^ ia lC ot ^+2 a ^ 1+2 ^ } 

2 I — 2 r . — o 


但是按照方程 ai &), 
所以 


Qg + ^3 ~h + On = 一 


F^(ii^) = - a - lto 1 +icot-^l + V—(7,21) 

2 L 2 j fp ^2 

常數〜 當然娃一個正實數.當 a > 從 一 7：/匕變化到時，（ 7 』1)的第一項就給出一條平 
行於虛軸的直綫.第二項显一個正弦函數.因此，乃 K 圖就是一條被變爲正弦波形狀的 
直綫. 


第八章 . 

有時滯的綫性系 統⑽ 

茌這一章裏，我們將要在常系數綫性系統裏再引進一種新的 ® 素，這就足晴所謂 
時滯 T 的意義是：系統的备個變數之間的關係不能够用這些變數在同一時刻 i “値的關 
係來衷示，相反地，這侗關係牽涉到某些變數在 時刻纟 的値，同時也牽涉到某些變數在時 
刻 t 一 t 的値.那些在時刻 t 一 r 収數佌的變數與那些在時别 i 収數値的變數比較，在時 
間上的滯後 (時 滯)就是 r. 因此^時滯 T 與第 3 .1 節所講的一階綫性系統的時間常數是十 
分不同的.予娜(有時滯作用的系統)的運動狀態是用常系數的微分差分方程描述的， 
這當然比以過的只用微分方程描述的系統要愎雜得多，曾有很多科學萊研究 
過有時滯的系統，臂如說：卡蘭德爾 （A. Callander), 哈爾垂 (D. Hartree) 與波特爾< A. 

Porter)” 以及巧获 Minorsky)^. 伹是，我們要討論的問題的範圍是更狹小 
的，我們 A 希果反餵伺服系統有一個固有的時滯 L 那末，應該怎樣分析這個 
系統的運動狀態？我們特別希望把第節的乃氏方法加以修改，使這個方法也能應用 
到時滯系統上來 * 

以下我們要通過時滯系統的一個特例的處理來說明這種理論.這個特例就是用反饋 
控制方法使火箭發動機屮的燃燒過程穩定.很多學者研究過火箭發動機中燃燒過程的不 
穏定現象，伹是下 tftf 所講的關於燃嘵的時滯現象的分析只足根據克洛克 (L. Croccci ) 的研 
究結 果 ' 爲了使計算簡眾起見 ' 我們 只考慮火箭發動機的所謂 ff 低頻率拫盪 ” 的情况，並 
1 假設只用一種液體燃料， 

8.1 燃燒中的時滯 

假設 m b ( t ) 是時刻 t 時由於燃燒而產生的熱燃氣的質量速率(所謂 K 質量速率”就是 
按照質 fi 來訃箅的時間變化率）.娃在時刻 f 時噴入燃料的質是速率，是在 
時爵 H 開始燃燒的那挂燃料的時滯.所以，在從 t 到 t +也道一段時阢間隔內燃燒的燃 
料是在從 t 一 r 到 i 一 r + d(t — r) 這一段時間間隔內噴射進來的.因此. 

ni b ( t)dt = — T )d(t — r), (8,1) 

產生出來的熱燃氣，耵一部分破用來充加在燃燒室屮，從而提高燃燒室中的壓力 
扒仏另外一部分通過噴口被噴射出去 . 如果燃燒室屮叫能發生的振盪的頻率相當低，因 
此，就可以把燃燒室内的 M 力 看作是灼勻的 , 而且，怍爲第一次的近似 ' 我們&可以把流 

1) A, Callander, D, Ilartree and A. Porter, Trans, Roy. Soo^ London (A) ， 235, 4is — 441 
(1935), 

2 ) N. Minorsky, J, AppL Mechanics (ASME). 9, 67 一 71 (1942), 

3) L, Crocco, J 4 Rocket Soe^ 21, 163 — 178 (1951). 

4) 以下的討餘是根嫿下列文章的：入 Am. Rocket Soc„ 22, 256—262 (1952), 

5) II. S* Tsien ( 錢學森 ）， /• Am. Rocket Soc., 22, 139—143 (1952). 


go 


工程 控制論 


8.1 


過噴 n 的氣流看作是似穩的 (所 謂“似穩”的意思就是:在任何一段不太長的時間問隔內部 
可以看作迠平穩的 >. 所以，經過噴 n 的噴氣的質*速率與火箭發動機中的熱燃氣的密度 
成正比.伹是，對於“單一燃料”(也就是只用一種燃枓) ft 火箭發動機來說，熱燃氣的溫度 
幾乎輿燃燒壓力無關，而熱燃氣的 密度只 舆壓力成正比，所以，如果历是流過整個系統的 
穏態質量速率；兄是發動機中的熟燃氣的平均質量1是燃燒室中的壓力的穩態値，如 
果把尙未燃燒的液體燃料在燃燒室中所佔據的容積忽略不訃，我們就布 


( 8 . 2 ) 

現在，對於燃燒室壓力奥燃料噴入速率，我們分別引進兩個無量綱變數炉和〜它們 
的定義是： 

p — p ® 

< f > ^ - 一一 - f /* = — -， ( S ,3) 

P ih 

所以史和 // 就是壓力和噴入速率 餌穩態 平均値的偏差的相對偏差.利用方程 (8.3) >並11 


m b dt = ih (笔 ) dt + d 


把牝從方程 <8_1> 和 <&2) 消去，就得到 


M^djp 


+ 9 + 1 = 




+ 1] , 


(84) 


爲了計算办/沿，就必湏引進克洛克的學的槪念.液趙璐料從射入燃 
燒室 到即將燃燒的臨界狀態需要一段加熱“間“滯），然後就迅速地燃燒而铤 
爲熟燃氣_假定液體燃 料违到 燃燒臨界狀態的質量速率是 /( w , 那末，時滯 r 就由下列 


公式確定： 

f t f(p)dt = const . (8.5) 

J t—J 

可以把常數看作是爲了把單位質量的噴入的冷燃料變到即將燃_的狀態所必需加進去的 


熱量， /( P ) 的物埋意義就是:從熱燃氣到噴入的液體燃料的傳熱速率.把方程 (8.5) 對 t 


微分就得 


[/ ⑻ L - Lf(p)h-r (1 - D = 0 , ㈠ 

現在我們就可以明確地引進離開均勻穩定狀態的微小擾動的槪念，假設壓力 P 與穩態値 
P 之間的偏差栢當小，那末 /( P ) 在時刻*的値以及 /(!>) 在時— T 的値都可以用 P 
附近的泰勒級數表示，如果不考慮級數中二次以上的方冪，就有 

Lfivyit = fm + (4^) jpa )， < ") 

\ dp / p^p 

[ KP )] 卜 T = f ( P ) + P(D 

\ dp / p^v 


以上方程中的 T 是相當於平均壓力 f 的時滯，所以是一偭常數.把 ( M ) 的兩個關係式相 
除，再利用 （*) 的關係就得出下列近似公式： 



(d log f 
Vd log p 


) Xt ) 

/ V = P 




( 8 . 6 ) 
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把方稃 ( D > 和( 8 . 6 > 合併起來，並且略去二次項，就得出下列 方程： 

-r ^ 一 5) + 一 V ^( ^ — 在）]， 

dz 

在這個方程裏 




/d log A 
\d log p/p-p* 



( S .7) 


( 8 . 8 ) 


( S .9) 


所以^是發動機內的燃氣的質董的平均値與流過發動機的燃氣的平均質量速率的比値, 


因此它也就是熱燃氣從被燃燒產生到經過噴□噴射出去的平灼時間，所以〜就稱爲“燃 
氣逋過時間 ”. 在以下的訃算中，我們就用這個基本的時間常數作爲測童時 K 的單位.公 
是無量綱的時間變數. 5是燃燒的無量綱 的時滯 常數. 

如果 n 是一個與 f 無閫的常数，那末， f ( P)M P n 成正比.這就是克洛克所假設的 
/( P ) 的形狀. 我們要把問題提得稍微更膂遍一些： /(?>) 是任意 的； n 赵巾方程 

(8.8) 計兑的，因而也就是 P 的函數.如果把 f ( P ) 看作显從熱燃氣到霧狀的液體燃料的 
傳熱速率，那末，關於傳熱的物理定律指出， u 的値在1與1之間. 


8,2薩奇⑺以比…圊 


克格克把燃料噴入速孪是常數時的燃燒不稳定性稱爲 f 亭牟毕，如果噴入速率 
是一侗奥燃燒室壓力 p 無關的常數，那末，^=0,因此，根定性問題就是 
由卜列的簡單方程所限定的； 

年 + (1 — n)<p(z) + nsp(z 一 5> = 0_ (3J0) 

dz 

也 可以用 拉氏變換的方法來處理方程 (S.10)， 作法和以前各章中處理沒有時滯的方稃的 
方法是相同的.事 K 上，安索夫 (H. I. Ansoff) 也用過這個方法 1 乂然而，在 闫前 的燃燒 
的穩定性問題裏，基本方程沒有驅動項，所以，就可以用一個比較直接的解法，這個 解法就 
是解綫性微分差分方程的古典方法，作法是這樣的:設 


於是 

s + <1 — 竹)+ ne ~ &3 = 0. (8-11) 

3怂一個 s 的方程.燃燒的穩定性的條#就是^的實數部分是負数. 

也可以應用拉氏變換方法從方程 ( S .10) 得山方稃 （8.11) 來.把方程 (8.10) 先用 
乘，然後，從2 = 0到2 = oo 對變數 z 積分，再假定 9>(z) 的拉氏變換是 As ), 我們就得 
到 


s 0 ( s ) —采 （0> + (1 — n )^( s ) + ^ 



<p(z — 8)e~ K dz s= 0 a 


1) H_ 】， Ansoff, Jn AppL Mechanics (ASME), 15 , 1 58—164 (1949) 4 
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然而 



^(z — d)e~ 6X dz 



<P(z _ d)e^ x ~ S) dz 




e~ sS 0(s) + p ^(z f )e- sz， dz f 


因此,如果炉的初始條伴是所謂的零初始條件，也就是說：^<0時， 9 (z) =, 0, 
末，就有 . 


那 


|>- + (1 — n) + ne - ^] <P(s) = o* 

於是,我們就得到方程 OIU. 這裏的 s 和以前各章中的變數 s 具冇相同的“ 意義' 這兩 
者之間的唯一的區別就是這裏的 s 已 經被逋 過時間^變爲無#綱量了.也可以看到道 
樣一個屯興趣的 事實： 如果方稆 （S.10) 是一個在方程右端有驅勤項的非齊次方程，那末 t 
對這個方程施行拉氏變換法以後，所得圈的方程仍然是非齊次的.如果把免（勾看作是系 



的柯西定理，設 


統的輸出，系統的傳遞函數就會是 
F(s) = ^---, 

s + (1 — 抑)+ ne~ ts 

這個巧幻又是一個超越的傳遞函 
數的例子_ 

克洛克把方程 ( 8 . u > 的實數部 
分和虛數部分 分離開 來得到南個方 
程，根據這兩個方程他解出方程 
(8.11) 的複數根 s . 然而，如果只對 

系統是否穩定的問題存興趣,那末， 
我們仍然可以成功地利用第 4 , 3 節 


G(s) - e^ s 








(8J2) 


於是，系統的穩定性問題就歸結爲 G(s> 在複 s 平面的右半部有沒有零點的問題.當 s 在 
一條包圍右半平 面的閉 合曲綫（就像圖 4 . 4 所畫的那樣> 上轉動一周時，我們只要把變數 
G(s) 的相應的變化情況加以考察，就能够回答系統是否穩定的問題.如果向 (^旋 
轉的總圈數是某一個數，按照柯西定理這個數就是 G(s> 在右半 s 平面上尚零 K 個數與 
極點個數的差_旣然，在全 s 平面上 G0) 顯然沒有極點，所以， G(s) 旋轉的總阁數就是 
零點的恫數.因此，如果系統是穩定的，那末，當 s 在上述的閉合曲錢上轉動一厕時， 
G(s) 旋轉的總 M 数一定是零，所以，可以用描畫乃氏圖的辨法來回答穩定性的問題. 

但是，對方程<8.1 2 )所表示的 G(s) 直接應用上述的方法是很不方便的， H 爲時滯项 
e - &的存在，這個表示式是比較複雜的.對於這樣一呰有時滯約系統，薩奇 (M. Satchc) 
提出了一個富有創造性的巧妙的處理方法:不 E 接處理本身，而把它分成兩部分: 


1 ) M* Satche, /• AppU Mechanics (ASME) ， 18 , 419—420 ( 19 + 9 ), 
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(8,13) 


(8.14) 


這樣一來，向景就是一個頃點在 血 s ) 而起點在 9 AS ) 的向量了.如果 s 在虛軸上 
變動， fh ( s ) 的圖綫就是一個眾位圓.如果 s 在大的半圓周上， g ,( s ) 就在單位圓的內部. 
當尺 在虛軸上變動的時候，就是一條與虛軸平 
行的商綫 （圖& 1). 當3在大的半園周上變動時， 

9,( s ) 就在左方描書成一個大的肀圓周，這個半圓周 
與^所在的那®半圓周恰好組成一個 EI 周，只要稍 
微考慮一下，就可以想到:如果希望對於任何時滯5 
的値， G ( s ) 旋轉的總圈數都是零，那末， g 2 ( s ) 圖綫 
就必煩完全在仍⑻圖綫的外面.這也就是說，對於 

無條件的本質上的穩定系統，&就是學寧-牢孕琴” 

來說，必湏有 . 



G(S) = g x (s) 一仍 (5 )， 


其中 




/Ss 


9 i ( s ) 


^-^>1 或者— >^>0, (8.15) 

n 2 

現在， 很容曷看出把 G ( s ) 分解爲和 g ^( s ) 兩部分的作法可以使得相常的兩條岡綫 
都比 原來的 G ( s ) 圖綫簡單得很多. g l ( s ) 的圖綫與 g ,( s ) 的圖綫組成的圖綫就稱爲薩奇 

圖. + + 

» 

如果 g ,( s ) 的圖綫 就奧仏 ( s ) 的圃綫 相交，因而有一部分 g ,( s ) 點在圖匕2的 
單位圓的內部，伹是， M 要相當於這些认⑻的 9i ( s ) 點都在仍⑻點的右方，系統仍然是 
穩定的，如果以下的闞係式成立，以上的條件就得到滿足： 


或者 


cos { dJ 2 n - 1) > 



這裏 



( 8 , 16 ) 


當 5 =以時，再假設 

to 4 = ^2n — 1 ， (S.17) 

就有 G(i^) = 0 . 因此，當3 P 時，有一個頻率是/的振盪解.所以， P 是 
無畺綱的臨界時滯，而/是無量網的臨界頻率， 


1) 這也就是說，對於任何5®，系铳都是 S 定的. 
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8*3 有反饋伺服機構的火箭發動機的系統動力學性質 

現在我們來考慮圖 S. 3 所畫的火箭發動機系統，這個系統中包念冇供應燃料的饋送 
機搆（燃料泵和附屬的傳導裝 S). 爲了近似地表示出實在的導管的彈性效應，我們可以 

假想花剛硬的導管的屮點 
(燃料 泵與燃料噴嘴之間） 
有一個附有彈簧活塞的容 
器，在噴嘴附近還有另外 
一侗由伺服機構捽制的嵙 
器.傅感器(測 S 儀器) 測 
景了燃燒室的壓力，測 M 
的結果經過一個放大器而 
成爲伺服機構的輸入信 
號.如果設計者已經把燃 
料的饋送機構和火箭發動 
機本身的設計完全確定，不允許再加以更改，現在的問題就是：是否可以設計一個使整愐 
系統穩定的合適的放大器？ 因爲關 於燃燒的時滯還沒有確切的知識，所以，在進行實際設 
計的時候，我們就必須設法使系統無條件地穩定，也就是說，對於任何的時滯5的値系統 
都是稔定的， 



假定是流出燃料泵的燃料的瞬時質量速率；外是燃料泵的出口處的瞬時 壓力, 
燃料流動的平均速率一定是历.平灼壓力 是仇. 燃料浆的特性可以用上列方程表示： 

(8.18) 

Po W 

如果質量的流動的變化的時間速率比彈性波在液體中的傳播速度小，徂是比燃料泵的轉 
速的钹慢的時 ra 變化率大，那宋，相當於常數轉速的情况，燃料泵的壓力-體嵇曲綫在穩態 
工作點的斜率就是 a 〈這裏 所說的“體積 y 就是流出燃料泵的燃料按照體稹計算的速率）. 
對於普通的離心泵东說，《差不多等於 1. 對於傅轍泵(轍出的流量幾乎是不變的泵)來 
說， a 非常大.對於等壓泵或者簡 眾的增 壓裝匿來說. a 等於零‘ 

假設 A 是噴嘴與彈簧容器口之間的燃料流動的瞬_量速率；X是容器的彈簧常 
數，仍是作用在容器上的瞬時壓力 * 於是就有 

m 0 ^m 1= ： px^ 3 (8.19) 

at 

這裏的^是燃料的密度，它是一個常數. 

在以下的計算裏，由於摩擦力而在導管上引起的壓力降落是被忽略不針的，因此，® 
力差扒一 &只是由流動的加速度引起的，也就是說 


P 0 - V ) = 


I dm 0 

2 AW 


(8.2D) 


這裏的常數 A 是導管的橫截面的 面積; 常數！是導管的總良度.與此類似，如果洗是按 



8.3 


第八章有時滯的棧性系統 


85 


制容器上的瞬 時壓力 ，也就有 


- Pa 


I Am l 

Fa W 


(^21) 


如果控制容雅中所容納的 質量是 那宋 


侖1 - 恥=普. 

dt 


( 8 , 22 ) 


因爲控制容器與燃料噴嘴非常接近，所以，在燃料從控制容器流致燃料噴嘴的過程中，由 
於質量而引起的慣性效應是可以忽略的.因此， 


v^-v 




2 Mr 

其，的毛是燃料噴嘴的冇效開口面積，闶爲在穩定狀態下壓力 h 與它的差是 

1 fh 2 内 


(8.23) 


p 0 — ^ = Ap 


2jA? { J 


(8.24) 


所以在 f 卜算中可以把禹消去，方程 (8.18) 和 ( S .24) 就描述了燃料饋送系統的動力學性 

質，直接利用消去某些變數的計算方法，就得出與 C 1 之間的關係式，爲了把這個 

關係寫成無量綱的形式，我們引進下列幾個參數： 

P ^ 2A5 


P 


2 AP 1 


E 


ififf 


和， 


2ApaK 9 


( S -25) 


以及 


C 




(8*26) 


這裏的^就是方程 ( S .9 >所給的燃氣通過時間, 
就是 


道樣一來，連系 A P 與 K 的無量網方程 


P\l+aE[ P ^ 


aE (P + 


d 


dz 




<P + 




L 2 


aJE (P 


P + 


d 


dz~^ J dz^ 


㊉ +LaJE(p 


2 


2 


+ P + 


d 2 

dz^ 4 dz A 



+ 


Lpe — 

4 dz 2 
: = 0, 




(8.27) 


這裏的 Z 就是方程 ( S .9) 所定義的無量綱時間變數. 

伺服控制的動力學性質是由下列各種因素的綜合所確定的：測量壓力的儀器的特性， 
放大器的反應性能以及伺服機構的特性.伺服控制的總的動力學性質是由下列運算子方 
程所表示的： 


F 



(8.28) 


這裏的厂是兩個多項式的比値，而且分母的次數高於分子的次數. 

方程 (8.7)，（ W 7) 與 (8.2 S ) 是三個變數的三個方程.旣然，狖們都是常系數 
的方程，這些變敷的適當的形式馱是 



(8.29) 
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把方程 ( S . 29 ) 代入方程 ( S , 7 ),( S . 27 ) 和 ( S . 28 )， 就得到〜& 〆 的三個齊次方程，所以我們有 

a.[s + (1 — ?i) 4 - ?ie~ s$ ] — &e 一办 = 


P 


aE 


p+ i) s 


aEiP + 丄 ） +J 

2 / - 


s 


0 

LjEs^a + + a(p 

aJE(P + 丄)+ —JE 
L2 V 2 / 2 


s 


2 



J 2 Es 3 


4 


+ S I a (P ++) + Js + i- aJE{p + 舍 j 


» 0 


F(s)a — c = 0 # 

爲了使〜 e 三個數不全是零，它們的系數所級成的行列式就必須等於零.這個條#可 
以寫在下面： 


[S + (1 - «)] 


PE ^ 


JE 


w (p + 丄 ）+ j 
\ 2 


s 


…卜 j ): 

: U 


S 3 


+ e 


.5 甚 


■ 4 


nJ 2 Es z + 


nJE 


2 

1 + cfP 4- 


n 


:个 


+ aEPiP 


1 


2 



2 /- 


S 


JEP i s 3 


2 


% 


n + a [P + 



P 


sF(s) j 上 

4 


2 


-\-~j s 3 Js -\- a(p 


2 


0 


(8*30> 


這就是用來確定指數 s 的方稈，現在 WO 就被認爲是反饋部分的總傅遞函數.勸固系 
統是否稔定的問題就决定於方程 (8.30) 有沒有實數部分是正數的根. 

8.4 沒有反镇伺服椟構時的不谦定性 

虹果沒冇反饋伺服機溝，邢末，只要在基本方程 (S.30) 中使 F ( s ) =, 0, 就得出系統的 
特性方程.和通常的情現一樣,我們假設方程 0.30) 中與相乘的那個多項式在右半 
平面沒有零點.因此，就可以用那個多項式除方程 (8.30) 而不會使除得的商數在右卞 S 平 


面上有極點.這樣一來，就叉得到描畫薩奇圖所需要的表示式： 

G(s) = 仍⑻一 & ⑻， g^s) = e_ &s t 

所以仏⑷的圖綫仍然是一個 H m 位圓'然而仍 Q ) 就複雜得多了: 


g^(s) ^ k 丄 PEs^ + 丄 

n /^ 4 2 




1 + a(P + 




s a 



尸保一丄 Jfi 1 


a 




P + 


1 


2 


+ 


(P/n)\ 


8 2 


(^P + 丄 ) [1 + (P/tz)] H- jjs |l 4 - a (P ++) + <P/ 竹 )} 


(8.31) 
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如果 S 赴純虛數 ， S 那末， ff s ( s ) 的圖綫在: r 軸上的“截距”的坐標就是方程 (8 J 1) 

在 s = G 時的値.也就是 


£f 2 (0) =— 


m ■ 




+ <P^k) 4- (P/nY 


(8.32) 


因爲 A 〃和 P 這三個參數都是正數，所以現 在的仏 (0) 的絕對值小於方稃 (8.14) 所給的 
(M 0 ) 的絕對値，我們已經知道胡嗰似 0) 的値是與系統的無條件穩定性打關係的，現在 
我們就看到，由於有了燃料餓送系統，結巣就使得薩奇圖的 0,< s ) 圖綫疋接近於 %( s ) 的 
單位圓阓綫. 譬 如說，如果不考慮鎖送系統，那末，當 n i 時， ih ⑻圖綫就剛好與相當 
於發動機本身的單位圓圖綫柑切.伹是，如果把饋送系統也考虛進去， g ,( s ) 圖綫就與單 
位圓相交了，而且，當時滯5超過某一侗有限的數値時，系統就失去穩定性，因此， ftl 送系 
統的影響總是不利於系統的穩定性的.從方程 <8.31) 可得出對於 s 的大的虛數値的漸近 
表示式(8.33)，考慮了這個表示式就曾使我們史加確信 上述的 事實， 


^ 3 (i<L») R3 一 


%0) 

U 


n 


n 


2P 
^ ■ 

hi ^ 


+ 


4 P _ 




(8,33) 


因此，對於 S 的大虛數値來說，& ( S ) 漸近地趨近於一條平行於虛軸的直綫，這條直綫在 
虛軸的左方，與虛軸的距雔是 

I —n 2P 

™ —一 7^* 

所以,還是可以看到，饋送系統的作用是使 9^( s ) 圖綫更接近單位圓， 

這樣就很明顯，如果參數 w 差不多等於 I 或者大於 I ，就不可能把系統設計成無條件 
穩定的，因爲在沒有反饋伺服機構的情况下， 9i ( s ) 圖綫與 g ,( s ) 圖綫總是相交的. 

8.5 有反嫌伺服機構時的系統的穰定性 
設 H(s) 是方程 ( S .30) 中與 d 3 相乘的那個多項式， 


H(s) 


Lj^Es^ + {丄 _ 

4 U L 


p+ II 


( JEP / 2 n)j 




+ [oE (P + 丄 ) + (aEP/n){p +1)}^ 


P +-L)+(P/n)J 


+ [sF(S)/?l] j-L + +aJJ?(P ++) S 3 + /s + （ 8 . 34 ) 

如果 H ( S ) 在右半 s 平面沒有零點或極點，只要使 

讥 （ S ) = W 




= — 

n 


71 



J 2 Es 3 


JE 


4 


2 


I + 


p 


2 


s 3 


aE (p ++) +/ 


s 4 




H ( s ), 


(8.35) 


那末，從這時的薩奇圖就可以判斷 方程 (&3 C 1) 在右半 S 平面有沒有零點， 

當 S 在圖所畫的路綫上轉動的時候， 9,(8) 的圖綫仍然是一個單位圓.因此，如 
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果柑應的 S ) 圖棧义全仵單位回的外面，方程 (8.3 ⑴就不曾在右半 s 平而上冇根 t 換句 



話說，如果在設計伺服控制都分的傅遞函 
數 F ( s ) 的時候，値 g ,( s ) 圖棧 完全在 單位 
圓的外面(阓8.4)，那末，對於任何的時滯 
値，系統都屋穩定的. 

作爲一個例了，我們取 

2 2 
J = 4y E = J-, 

4 

a = 1 ♦ 

« 的數値栢當於燃料泵是一個離心泵的情 
形.如果沒有伺服控制， g ,( s ) 就是 


@ 8.4 » 

&⑻： 1 < 23 + ” ㈣ ^ + 9 g + 6) 

2 2 s 3 十 3s a + 6S + 6 


主要的輿趣在於 s 取純 虛數幻 &是實數)時的 g ,( s ) 的變化情況.因而 


9^( ^ ) 


丄 (6 - 21 ^ + 4 < j 4 )<6 — 3 W ) + ^> 2 (21 — 8^)(6 - 

~2 (6 - 3^) 2 + d (6 — tu s ) Q 

(21 - 8o) 2 )(0 - 3to 5 ) — (6 — 2ld + 4 山 4 )(6 — o) 1 ) 


% o > 


2 


(6 - 3 w 2 ) a + u > 2 (6 - w 3 ) 3 


圖 8 .5 中畫出了這條圖綫的的部分.可以明顯地看到 5 如果時滯的値足够大，系統 
就會不穩定.從另一方面來看，如果考慮了伺控制 ，而且 假設仏 ( W 能够相應地變爲 


仏 ⑻= 


(5 ~ S ~ 2) (5 3 ) 

~ (s + 6 ) , 


那来，正如圖 8 _ 5 所畫的那樣，新的仍(幻圖綫就完全在 h ( s ) 的單位圓圖綫的外商,因而， 


現在的系統就是無條件穩 定的. 根據方程( 8 . 3 1>和方程 ( S .3 S ) 直接加以針算，就知道反饋 
部分的傳遞函數 F ( s ) 應當是 


F ( s ) - 


— 4.875 


(S + L 0528)(^ + q ^7164 s + 2,6304) _ 

s(s + 2 )(s + 3 )(s + 0,5332)( s a + 0.4668 s + 3,7 olI ) 


所以，反額部分具冇 3.3 節討論過的稹分綫路的邨種特性.如果測量燃燒室 M 力的傅紱 
器的反應性能和帶動腔制容器的伺服機構的特性都已經給定了，那末，我們就可能設計出 
一個放大器，使得總的傳遞函數接近於上面提到的傳遞函數 AO , 用這個伺服控制系統 
就可以使燃燒過程得到穩定. 


作爲第二個例子，我們取 

7t s P s J = 4 ， Jij = 9 

2 2 4 



因爲0,所以燃料泵的出口壓力％是一個常數，即使燃料流出的速率變化的時候 P 
也不會變動.這就相當於簡單的增壓裝置的情形.如果沒有 反饋伺 服機構 
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&S 县純虛數眭 t 


…、 1 ⑼ + 1)(20 + S " + 8 S + 2) 

仍⑴ = " T "— ^ ^+2^+4 SH -4 


-, I <4 - 2^)(2 - 17a) a + 4o> 4 ) + o> s (4 — w a )(12 — 4^) 

=一 了 (4 — 2 如 3 ) 3 + 0) 3 (4 — o; 3 ) 2 

一 1 - (4 — 2a) 2 )(12 - 4^> 3 ) 一 （4 — ^)(2 — 17u> 3 + 4a) 4 ) 

—T 加 ^ (4 — + ^(4 - • 

這條仍的圖綫被畫在圖 8.6 上 4 很明顯，如果沒冇伺服控制，而且時滯6的値也足够大 t 
燃燒就曾是不穩定的，事實上，這個系統的穩定性能還不如前一個例子的系統好：也就 
是說，對於比較小的時滯値這個系統就會變爲不穩定的. fh 圖綫在 w = 2點附近的部 
分是特別冇趣味的.在0 = 2附近奶圖綫與 A 的單位圓圖綫非常接近，如果時滯5的 
値又能使得在^ 〜 2時，仏 ㈣ 與 0^) 也相當接近仍<^) 〜 仏(^),那未，在^〜2 
處馱會發生一個幾乎不衰減的振显.這侗臨界的 S 値顯然小於那 個由& 與單位圓在 
一 0*65 的實在的交點所確定的時滯3的臨界値. 

爲了實現無條件的穏定性，必須把仏圖綫移出眾位圓，醬如說，如果希望把&也變 
爲與第一個例子中的那個圖綫完全相同的“穩定”的圖綫， 





圖 8.5 


圔 &6 



90 


工程控 


計算的 結果表 明 : 傳 遞函數 F(s ) 就必須是 


F(s) 


4.875 


(3 + 0.8126)(^ - 0.04337S + 2.6506) 


s\s + 2 )(S + 3)( S 3 + 4) 

所以，反饋部分必須具有二重衍分綫路那樣的特性.而且，傳 M 函數在平 2 i 省雨僴純虛數 
的極點.函爲我們在原冇的系統中忽略了導管的麼檫阻足的作1所以在這裏才對放大器 
發生了這個不現宵的耍求.在任何一個實際的系統中，導管的摩擦阻尼作用必然曾把所需 
要的傳遞函數 A 幻中的這兩個純虛數極點消除拉.並 il 把它們變爲兩個複共軛的極點. 

必須强調指出，利用反饋伺服機構來穩定燃嘵過程的作法的優點就是:由於反饋伺服 
機構的可變化性很大，對於任何的時滯5或 T 的随，我們都可以使羌統無條件地穩定，旣 
然我們沒冇關於時滯的準確的数據，所以，這個實現無 條件穩 定性的可能性對於工程實際 
來說確實是十分重要的.不伹如此，如果要求在參數 n 發生任何的變化的情况下系統都足 
穩定的，我們也可以用以上這種辱啤孿军的方法進行設計.由於物埋學的理由 J 可以取 
i 與1之間的一個値，我們來—壤的可能性抑勿1，並且在這種情彤下進行設計，使 
系統是無條件穩定的.這樣設計出來的系統對於所有可能的 W 的値，當然都娃稳定的， 
因此，即使不知道系統的確切的參數値，我們也遺能保證反餵伺服機構的穩定作用， 

8*6 時滯系統的穩定性的_般判斷準則 

在以前的伺服穩定作用的討論中，我們都假定方程 <8.34) 的多項式 H ⑻在右半 s 平 
面上沒冇零點和極點.然而 f 事實並不一定是這樣的.所以，首先我們應該研究玛 W 祚 
右半 s 平面的零點和極點的個數.爲了這個 H 的，我們應該先承認方程(8.34>中 F ( s )(^ 
乘積前面的邢個多項式在右半 s 平面上通常是沒有零點的.因此，我們就可以研觉 
與恥個多項式的比値，而不去叵接研究丑 (s) 本身.這也就是說，丑 (S> 在右半^平面上 
的零 K 和極點的個數與下列函數在右羋 S 平面的零點和極 點的個 數是相同的： 


H ⑷+「丄 

- 4 


J ^ Es z 


JE I + a(P 


++)] + (JEP/2n)^ s 2 


+ (p ++) + (aEP/n)^P ++)} s 
+ !1 + + 丄 ) + (P /n) |J = 1 + L(s), 


(8,36) 


其中 


L(s) ^ 丄 sF(0 「丄 JWs 3 + 丄 aJE (P + 丄 ） f + J 3 + 

n L 4 2 \ 2 / 


+ i)] 


—+ J^s 8 + {^ JE 1 + a(p ++)] + (JEP/2n)j s 2 


aE(P + 


1 


D + (aEP/n)(p 


2 


)} 


(8-37) 
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按照乃氏準則，讓 S 沿着圖 4.4 的曲綫轉動一周，畫出相當於1 +^ s ) 的乃氏圖，這樣就 
可以確定 I + M s ) 在右半 S 平面的零點和極點的個數.具體地說，如果1 +以幻或 
H ⑻ 在右半 s 平面上有 r 個零點和 G 個極點> 那永 ，常 s 沿着大半圓煱轉動一周的時候， 
L ⑻ 圍繞一 1點轉動的總圈數就是 r — t 所以，只要畫出 L ( s ) 的乃氏圖就可 以褐# j 
關於的必要的資料， 

爲了得到方稃 (S.35> 所表示的仏⑷和 > 2 <s), 就要用打⑷去除力程 (S.30), 這樣作的 
桔朵就在右半 s 平面上引進了 Q 個零點和 r 個極點.因爲方程(&37)的分母多項式在右 
羋 S 半面上沒冇零點.所以， i (幻的 Q 個極點一定都是 F(s) 的極點，於是，方程（8.30> 
中的原來的衰承式在右半 s 平面 J: 也就街 r/ 個極點.因此，如果要求方程 (8.30) 中的 
原來的表示式在右半 s 平面沒有零點， 似幻 就一定要圍繞單位囿以順時針方向旋轉 
一9 Q — r) = 一^圈.如果要求系統無條件地穩定,也就是對於所有的時滯値都穩 
定， 9 ^) 圖綫就永逮不應該餌單位圓相交，所以，無條件穩定的一般準則就是：當 s 在 
包圍右半^平面的路綫上轉動一周時，第一、仍(幻圖綫必須完全在單位圓的外面，第二， 
Q ,( s ) 圖綫以逆時針方向圍繞單位圓旋轉 r 圈.道就是用薩奇圖來表示的穩定性判斷準 
則.爲 了確定 r， 就必須用到方程(6!. 37 )的 L<s) 的乃氏圖_所以，爲了解决一般情呪下 
的穩定性問題，薩奇圖和乃氏圖都是要用到的（圓8.7) # 



<61 

播窀的薩奇阖 


(策择表示正的 
斑綫表示負的 w ) 


0 

Lis) 


(a) 

1+ iO ) 在右半 s 年面 
有兩個零點的 L 〔 j ) 的 
乃氏固 



M 8 ^ 

顯然，這裏所講的把薩奇圖和乃氏圖結合起來的穩定性準則，對於任葸一個有時滯 r 
的系統郤是適用的.這一類系統的穩定性問題總是可以化爲這楛一個即題:確定方秤 


M{s) - 0 

是否有寶數部分 是正數 的根.道裏的 MG ) 中包含有因數的項.芷像以前的討論中 
所看到的邪樣，作法的原則就是把 il/(s) 用 M(s ) 裏的的系數除，從而得山 


M ( s ) 

1 +T(s> 


= G(s) = 


0 l(S) - 讥 ( 3 )， 
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而且 

9 i ( s ) ^ e ^ re , 

當 .s 在圖 4 . 4 所畫的右半圓路綫上轉動的時候，如 s ) 和^ 2 (5)的圖棧就構成薩奇圖， 
A ⑻的圖綫是甩位圓.用1 + L ( s ) 除财⑻的 f 續可能在薩奇圖中引進荇干個正實數 
部分的零點，爲丫判明這個情况，我們必須畫出 乙⑻ 的乃氏圖. 然後 ，根據柯西定理就 
可以確定 M(s) = 0 在右半 s 平面上的根的個數. 

函數仍(4裏包含有反饋部分的傳遞函數，反饋部分中的放大器是可以由設計者自 
由處理的，由於系統的其他部分的原因，仍⑷裏也可能包含冇 s 的超越函數.芮爲，反 
饋部分的放大器的傳遞函數通常都是雨個多項式的比値> 所以很難把來源於超越函數的 
損害穩定性的不良影響完全補償棹，可是，在薩奇圖中 9,( 圆綫上最危險的部分就是 
最接近 <Ji(s) 的眾位圆圖綫的那一部分， 然而， 接近單位圓的 (hi s ) 點通常都是相應於小 
的 s 値的，所以在 0,( s ) 的危險的部分上超越函數可以 M 開爲 s 的泰勒极數，我們可以 
只取級数的少數幾項怍爲超越函数的近似値 11 ，並且根據這個近 W 的結果來設計反饋部 
分的放大雅.這樣一來系統花危險部分的根害稔定性的不良影響就可以被放大怨補償 
棹，不言而骑，最後還必煩根據放大器的設計特性用已吖的穩定性準则校驗系統的性能. 
以1.:所溝的方法是馬伯爾 < F , E . Marble ) 和柯克司 （ D . W . Cox ). 斯提出的，如果想 

知道詳細的論述，讀看可以去鑫閱原著' 


1) 闊於辽铺方法可以參閲 [2 2]- 

2) F, E, Marble and IX Cox, J. Am. Rockft Soc^ 23, 75 — fil (1953) 



第九章 

平穩隨機輸入下的綫性系統 


在以前各窣裏，系統的輸入郡被鄹爲是可以確切知 m 的時間函數.佴是，在很多關於 
常系數綫性.系統的工程即題中，關於輸人信號的知識並不是卜分確切肯定的，例如，由於 
空氟的湍流而在飛機的機翼結構內引起的涇勐和臁力的問題就墙於這一類工程問題.在 
這個例子裏>可以把隨時間變化的氣流狀態看作是系統的輸入，這種氟流狀態不可能用 
一 個確切的時間 w 数來描述，這類不能完全確切知道的過程稱爲啤學舉用來衷示隨機 
過程的時 ra 函數就稱爲哮学，這種隨機南數?、能用某些統計以描述 4 如果 
機晃的應力是系統的輸 i / 那衣, 這個轍出也- - 定是一個隨機函數而且也只能用統計的方 
式給予描述. 

這一章的第一個口的就是要找出一個方便的計算方法，利用這個方法就可以根據轍 
入的已知的統計性質算出輸出的統計性質，這是從前朗3萬 （R LangeWn) 關於布朗運 
動的研究工作的一惘簡單的推廣. 

隨機轍入的另一個例 f 就是控制信號中的所謂零學，噪聲屋由於設計悉所無法控制 
的外界干擾和信號的微弱波動所引起的.噪聲問題個與通信工程和聯系的範圍很廣 
的研究題 S . 它的中心問題是如何設計一個系統，使得無法避免的噪聲的影響被減少到 
a 低限度而信號的有用不受到破壤，我們將要在第十六章中討論道個特殊問題.在 
M 前這 一章裏，問題的性¥是心些+同的，在我們現在所要討論的問題中，隨機的輸出娃 
系統僅冇的輸出.我們對 於系統 設計，特別是對於反餓伺服系統的設 I 卜所提出的耍求就 
是：對於給定的轍入而言，輸出應該具打使人滿意的統計性質(槪率性質).我們將會岧 
到，以前备章中所用的傳遞函數的方法對於解决這個問題仍然是有 m 
91 隨機函數的統計描述方法 

我們來考慮一個產生隨機函數的 (0 的系統.現在，爲了建立這樣一個隨機函數的 
疣計描 述的槪念，我們必湏考慮很多個铒第一個系統栢同的系統 + 這些系統的總體稱爲 
一個 率亭 ，組成.系集的毎一個個別的系統稱爲一個车率•設系集的各個元素所產生的隨機 
阮數各 ill 眭 } h ( t )， iMt ), Mth …, 雖然這些元素_都_是枏同的系統，但是，某一個元素所 
產生的隨機函數在任意一個確定的時刻 i 的値與其他元素在同一時剠的隨機函數値一般 
說來是不 N 的,也就是說： V ^( t ) ^ Vn ( t ) (m ^ n ) m 從這個事實就可以看出這些®數的 
統訃性的性質.雖然如此，我們還是可以問這樣一個問題：如果給定一個從2/到 y + 
的間 PS (也就足在2/和V +办之間的所有實數），那末，函數値在這個間隔之内的扒 G 的 
個數佔系集的元素的總數 的百分 之规？這個百分數是與 S 和 （ 钉關的，而 R 當办很小 
的時候，這個百分數與办成正比.這個百分數也就是在時釗（時， 1/(0 在"和V +办 
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9.1 


之間的槪率，可以把這個槪率寫作砑:⑶，纟)咖 /. 研纟）這個函數稱爲隨機函數汉⑴ 
的 m 了 Mf 兮鄉辱零. 現任我 們再來考撤在雨個給定的時刻 t 和 t 2 的 i / d ) 的値. t , 

時函數値在 Vj H Vi -{- d 此之 問，以及匕時函數位在的 T 之間的 y ( t ) 的個數佔 y ( t ) 
的總數（也就是系集的元素的個數）的百分數 可以裒 作 w ,( y lf t ,} dy , dy ^ 南數 


^ y ,( Ui , 稱爲隨機函數 y { t ) 的亭 f 喷宇兮 f ㉟ 聲. 我們也可以用類似的方法定 
蕺次數更高的槪串分佈函數* . 

如果採 用以上 的方法，就必煩先同時對大量的柑同的系統進行觀測，然後才能利用觀 
测的結果作出隨機函數的統計衝述，因爲進行這樣的 觀測有 很多實際的 ffl 難,所以, 
以上的方法是很 f 能使人滿意的.伹是，如果隨機函数是一個$_的隨機函數池就娃說 t 
隨機函數的所耵的統計性質邵是與時間無關的，恥末， 化數 U ^大+的相同的系統所組成的 
系 m 就娃不必需的了，我們只耍對單獨一個系統進行很畏時問的覲測，驮可以得出所有必 
需的觀測結果.這時，我們可以把觀测的記錄曲綫，分割成時間苌度是6的許多段落，占 
要比隨機函數的特徵時間大得多.這裏所詔的特徴時間就娃這樣一個時間長度：在這樣 


長的時問間隔中，隨機過程的統計性質能够相當充分地表現出來.旣然，對於平穩的隨機 
過稈來說，測葡時間的起點的選擇對問題不起作川，所以，部一段記錄都包含有關於系統的 
運動狀態的同樣的統訃寶料 * 闵此，這許多不同的段探就可以看作是私:許多相冏的系統 
上< 乜就屋在一個系 集上) 所作的觀測記錄的總體. m 而也就能够把各次的槪率分佈函數 
確定 T 來.不俥如此，這毕槪率分佈國數也變得更簡單了： 就不再與時間6冇關了； 
w 2 也兄與 r = 這侗時間長度侖關，而與 L 4本身無關了，所以，對於半穩隨 

機函數來說，2/(力）在 W 與 W +卸之冏的槪率是 W ,( y ) dy ; y ( t ) 在的與 h _以及 


y(t + T ) 在汍奥 Z / 2 +由/2之間的槪率就是 r ) d yi dy ^ 因爲，在工程問題巾，隨 
機函數常常可以看作是平穩的隨機函數，所以，在以下的討論中，我們只來考慮這種随機 
函數. 


必須强調指出：關於一個随機函數的統計性界的全部贅料就是由各次槪率分佈函數 
具體表示出來的.我們也可以這漾說:各次槪率分佈函數就“確定”一個隨機函數.根據 
槪率的一些基本性質，這些分佈函數 I 、當然不可能是任意的，它們必須滿足以下的一些 
條件： 

( a ) 這是因爲槪率不可能是負數的緣故， 

( b > 對於各個變數於來說， Wn 是對稱的，例如 


1/ 5 ； r ) = \ V ^{ y ^ Vi r r ). (9.1) 

W , 是一個—今蝌宇兮呼寧攀，根據见 2 的意義來看，公式 ( 9 .1 ) 足很明顯的. 

< c ) 次 k 較高¥槪¥分佈函數能够導出次數較低的槪率分佈函數;例如 

广 OI 

/ H 7 2 ( y l9 y . z ; T ) fhj ^ = W . iy ^ = W ^ y ), (9 2) 

J 一 CQ 

這裏的積分運算是對於所有可能的也値進行的.値得注意的是：對此的嵇分把 r 也消 
去了.公式( 9 . 2 )的第二個等式只是把 评办 ,> 改寫爲普通的形式灰办）而已.此外，還 
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f ^\{y)d 7 j 

J — 


I • 


(9,3) 


道個公式只不過表示這樣一個顯然的事實：所智可能發生的情况的槪率的總和必須适 

9,2毕均値 


根據笛一槪率分佈函數可以求出2/的平灼値 


U 


f y^\(y)dy/ f W x (j/)di/ = f yW^yydy, 

J — 3 ) / J _?： J 


( U ) 


旣然，我們 R 限於考虛平穩隨機函數，所以，也可以用取時間平均値的方法得出 W 

$ f 2 


u 


lim 


e /2 


V(t)dt 


( 9 , 5 ) 


En 公式 ( 以>所求出的 s 稱爲 y 的予率略 （或 夸:系集平均値與時 k 平均値 
m ) 相等是半穩隨機函數的在以¥的計算中，我們將曾經常用到這個性 


«♦ 


可以把方程 (94) 推廣到2/的任意次方冪的情形上去，因而馱有 


/*ro 


m , 


V n = V n Wi(y)dy, 


⑽） 


*/ 一 CO 


稱爲第一槪率分佈函數的托根據一階 ® 和二階矩，我們就可以算出所謂的宁今 
偏差〜^稱爲方差： ' " 


^ = (V - y ? = f (y - y ) 2 Wi ( y)dy 

J —GO 


/ *03 


/ !>/一 2 ⑽ + (vfWi(v)^v ^y 1 - ( 5 ) a ， 


⑽） 




所以，平均偏差 C 是槪率分佈函數的圖綫對於半均値 S 點的“寬度”的一種量度.類似地, 
三階矩是槪率分佈函數 ^ i ( u ) 的圖綫的（對於恥軸的）不®稱性的一稀量度， 如果駙 
於各階矩的情形知道得 E 多一些、那末，關於 W ,( 7 J ) 的知識也就曾更增加一些.在某些 
情 dd 下，關於各階矩的知識就能够把分佈函數完全確定.例如，如果，已經知道 


W 2fc _! = 0 


k 




I • 3 • 5… <2 fc — 1)^ 


(9.8) 


1. 2 


那末，第一槪率分怖函數 W ^ y ) 就是有名的高斯 (Gauss) 分佈或正態 分佈: 


Wyiv ) 




s /2 tz 


(9-9) 


我們總屋可以適當地選取沒坐標的原點使得及變爲零，也就是說，可以使得原點是 y 
的平均値.耵時候，道種作法可以使問題的處理更加便利.這樣作過以後，我們就說槪率 
分佈函數 Li 經被學孕作了.這時，從方稗⑽ 7 ：) 可以看出，方差 — 就 簡單地 等於二階矩？ - 
由第二槪率备 命® 數 W,( Vl , y 2 ; r) 導出的各種平均値中， fii 重要的就是壤學興參 
(或稱爲關浬函數）的定義娃 ^ ^ | 
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r ) = ViV ^ — ^ + t ) 

V^j 2 ^ 2 ( yu ^ 2 ； r )dy l dy 2 . (9-10) 

對於一個苹穩随機函數來說， H ( t ) 顯然也可以用對時間取平均値的方法 得到： 

I r ^ f 2 

R(t) = lim 丄 / y(t)y(t + r)dt. (9.11) 

d J -o!^ 

所以， S<r) 就是兩個不同時則的 2 /値的相關程度的一個量度.不難想到，當雨侗時刻的 
間隔 r 增大時，這愐 柑關性或荞“ 記憶力”就要相臁地減弱.如果 t 變得非常大，結果就筲 
使!/(〖）和+ r) 彼此無關了.在這穐情況下，根據槪率計算的原埋，第二槪率分佈函 
數就等於％仏）與 WM 的乘積.所以，對於很大的 r 來說， 

R ( z 卜 f 「 v ^ w ^) d y ^ = ⑻ 3 . (^ i 2) 

— *35^/ 

如果 r = cn 由方程 (9.11) 顯然有 

R(Q) = (9,13) 

旣然，不論怎樣移動測#時間的原點， R ( r ) 都不會改變，所以就有 

及⑴ = v(t)v(t + t ) = y(t — r)y(t) t 

如果我們先把這愐方程對 T 微分，然後再設 T = 就得出 

fi r (0) = y{t)yUJ) ^ —V(t)v\t )， 

因此 

^(0) ,= y(t)y r (t) - 0 # (9,14) 

在這些方程中，撇號表示對時間的微分.所以，一個平穩隨機函數和它的同一時刻的 
導數的“相關度是零.這也就表示:在 y 的記錄曲綫上，對於任意一個V値來說，科率是 
正數的槪率與斜率是負數的槪率相等， 

如果我們把 i?(T> 對 t 微分兩次，然後苒設 r = 0,就得 

沢 "(o> = = 一 

根據這個公式我們就可以利用關連函數來計算V的導數的平均毕方値， 

次導數的平均平方値也可以用下列公式計算： 

同樣，我們可以證明： 

R ff, ( 0 ) - R v ( 0 ) - /? V 1 I ( 0 ) =…= 0 , 

所以，相關函數叫 r> 可以寫 成下列的泰勒 級數： 

B(t) = i ； (o) + — R f \0) -h ^ 丑 ""(o) + 

由此，又可以看出 K(r) 是 r 的偶函數， 

R ( t ) = R (- r) m 

其實，根據的意義，我們早就可以想到這個事實，所以這並不 是新的 結果. 


( 9 * 15 ) 
類似地 ，々的 二 

( 9 . 16 ) 



P ,3 


第九京 平穩猜機輸人 T 的 a 性系統 


y ? 


9.3 功率譜 

隨機函數的 - 的槪念對於隨機函數的埋論的 應用上 具有很萆要的意義.假設我們花 
一段很長的時間&〈 - 0/2 < t < 0/ 2 )裏對 y ( t > 進行 T 觀測.如果我們 R 考虛這 一段莳 
間裏的情況，把其餘時間的扒 *) 看作是零.那末，就可以寫成富利埃積分 1 > 


y { t ) - / A (^) e iil 3 t d ^ 7 017) 

J —CO 

這裏的娃表承扣當於頻率^的振幅（一般說來這個振幅足一個複數)，它可以用厌 
轉公式由扒（）計算出來： 


A(<o) = J-. f y(t)e^ imt dt. ( 9.1S) 

2tt J 一由 2 


如果用表示 A(^) 的複共軛數 ，闼爲 y(t) 是實數 . 所以，由方程 <9.18> 就得出 

A ^(^) = A <—(*?)• (9.19) 

現在、我們就可以利用 A ( co ) 來計算平均値 



]im 丄 「 y\t)di = lim 

6 — » 没 $7 — 3/2 ©- 



du ) do > f A (<4)) A (^) e i{ ^ ]t ^ 


作變數變換 


W 


就得 


y 7 = lim 」一 



J -m 


Hm A r r A(^)A*(dvyd 0 ff 

疗 ^co Q J —co^/ —co 


u > — 0> 


如果我們再引進新铤數 n 的定義是 


e 


B 

*2 


(仞 一 w ;/ ) 


於是就又有 


b ) =<o 


2$ 


這樣一來, 




2|\ sinf 
$ 


dS 


lim 丄 /" | 

fl—p fl $y o — 


4 ff Hm 


4 



sin 


dS 


^ 1) 


I A (^) | 2 dw . 


所以，如果我們設 


4ff 


®(o)> - lim 二 IA (⑴ ）| a 

Q 今① Q 


(9.20) 


那末 


l ) 可以軎閱 Whittaker and '' T atscn_ ^Modern Analysis”. 第節 • p ， i8S t Cambridg^-Mac- 
miliai!, 19+J. 〈钛女釋冰 [26]). 
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V 2 




(9.21) 


0 


⑦ w ) 當然是一個實 闽數， 而且〜 w 就稱爲隨機函 K y ( t ) 的爭手晴. 根據方程 ㈧ .soktii 
(^乂我們就可以由富利埃系數算出卒均値 Z 這個是巴塞伐 （ Par w val ) 
定理. 

我們再來荠慮扣關函數尺⑴.把方稃和 （ 9 . m 合併起來，就得出 

r) = lixn -!— 广 y{t)y(t + t )dt 

0 J 一沒 /2 

=lim 丄广广 d ( ① ) A(cOe ㈣ duscW 广％ (( 中他 • 

P -> UL . 0 J 一为」 — =0 J 


然後， 用輿以 前類似的計算，就可以得到 

丑⑴口 


<P{(4>) COS WT du) t 


(9.22) 


設 r = 0,就又可以從方程 ( m ) 和 < 9 . 22 ) 得出方程 （ EU 3 ) 的結果，把方程(化 22 )先對 
微分，然後再設 T 0,又可以得出方程( 9]4 )的結果.根據富利埃積分的反螬享寧， 


2 


d>(aj) = — R(t) cos o?r dr. 


(9.23) 


有了方程 (9. 22 ) 和 （9. 2 3>, 只要知道相關函數與功率譜二漭之中的一個，就可以算出另一 
個來.這兩愐方程稱爲維納-辛欽 （Wiener-Xm^HH)^l(^ 

功率譜 0( …裏可以包含以狄拉克3函數 ，參 “ M 節>所表示的冲量.當及不 
等於零的時候，或者用電工術語來說 A 一個 _ 直流項的時候，情形就是這漾的，這時 

少(⑴） = 20 /) 3 S(^) ^<P x (<o) t 


(9,21) 


這裏 MW 是這樣定義的： 

如果^ ^ 0 * 

如果; C = 0, 


— x ) = ^ ) 


0 


d ( X ) -> OO , 


而且有 


r S(x)dx = 1 以及厂 5 ⑻ dr = 1 … 


J 一 co 


(9.25) 


對於純粹的“噪聲〃來說，通常只在 o = 0處冇一個相當於 K 流項的冲量. 因此仏 ㈠ ) 
就是一個表示眞正的連績譜的正則函數.但是，也可能有這種情况:在噪聲中還爽維有若 
干個有規律的正弦振盪，在這種情形下，功率譜在相當於那些正弦振盈的若子個離散的 
頻率上也冇冲量. 

9 . 4 功率譜的例子 

我們舉出兩個由相關函數計算功率譜的例子. 

第一個例子:如果相關函數是以髙斯曲綫铪定的 


R(t) = R{ 0 )e- <XT \ 


<9,26) 


按照方程 （123) 相當的功率譜就是 




y ,5 


第九章平穩碴機 SA 下的榣饨系統 
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其中 


0(u>) = —R(0) \ cos (wr)e^ v dr <P(0)e^ iQ2 K 

7 T J 0 

少 ( o ) = ^ 1 . 

<W 77 


(9,27) 


有趣的事實足:當 《 — 〜時，對於所有有限的 r 來說，相關函數都趨近於零 4 同時, 

枳 0) 以一 種使以 ： ） 變爲5函數的方式趨於 co . 這也就是說，不同時刻的 y ( t ) 値是毫 

無關連的.所以，這個隨機函數是所有隨機函數中“最雜亂無章”的一個.當 a — oo 時， 

功率譜&一個與頻率無關的常數.這個最雜亂的隨機函數稱爲_阜學常常用白色噪 

聲來描述物理系統中自然發生的隨機變化. ''* ' 

寧士母| 即于就 是流體的勻速運動中的微小争和 
彌•卡爾曼卜。11 KArn ^ n ^ 霍茺®斯 

(■ L : HoVarth 沒 經證明 4基本的二 階柯關函數就 

是&⑴和 R 2 { t ): 是在同一空間點上平行 

於平均流動方向的擾勤速度分量對於時間間隔 r 的 

相關函數；氏 ( q 是與平均流動方向垂直的擾動速 

度分量的相當的關連函數.如果 C 7 是平均速度 fJ L 是湍流的特性長度，那末，這兩個相關 

函數就可以近似地表示爲 

R^t) = ( 9 . 28 ) 




| 


tt 




圈 9.1 


R ^( z ) = R 2 ( 0 ) e- TU ^ L (l V < 9 . 29 ) 

V 2 厶 / 

根據方程 （9.23)， 平行於平均流動方向的擾動速度分量的功率譜也(0>和垂直於這個方 
向的擾動速度分量的功牵譜也就是 


® i ( u >) ^ 少 1(0) 


<P a (u)) - 3> 2 (0) 


( o ) L / C 7) 2 ’ 

1 + d < ioL/uy 


( 9 . 30 ) 


( 9 . 31 ) 


[1 + (^ L / uyy y 

這裏的 A (0) 和是相當的功率譜在 U ) = 0處的値，它們與 A ( o ) 和足 ( U ) 的關係 
是 


®i(0) 


A ⑼ 




TT D 


卜⑻ 



( 9 . 32 ) 


9,5 功率譜的直接計箕 

根據 扣關函 數來訃算功率譜的作法當然不屉絕對必雷的.有時候也可以根據隨機函 
數 y ( t ) 本身的 已知 性質把功率譜莊接計箅 [ i _, 來， 

例如>我們來考虛這樣一個情形： y ( t ) 是一系列形狀柑同的脈冲，脈冲的頻串迠一個 


\) von Karmen and Howarth, Froc. Roy, Soc* (A 乂 184, 192 (193S). 
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常數，可是脈冲的高度是扣當於某一個槪率分佈函數的隨機函數.此外，還假定這--系列 
的脈冲高度是互不相關的 * 如果脈冲是矩形的，那末，這一系列脈冲就像圖9. 2 所畫的那 
揉，如果一個高度是一的脈冲的表示式娃那末， 

y(t) = - kT), ( 9 . 33 ) 

k 

其中 T 是兩個相鄰脈冲之間的時間間隔，心是笫個脈冲的高度 4 計算功率譜的第一愐 
步驟就垦按照方稃 ( us ) 算出富 利埃譜 A ( U >). 設0， 2 NT ? mt 

A(<i)> = * - 厂 : y(t)e- imt dt = J-,= 一 kT)e- iat dt 

= Va , e--^-L / 咐） e -沁吨 ， a ( 0 ) y \ a k e- M ^ t 

27 ： J 

這裏的 «(^> 是一個脈冲的富利涘譜， 

fl ( uj ) =丄广 (9,34) 

2 nJ - rQ 

例如脈冲是寬度是 h 髙度是一的矩形脈冲， 

a ( uj ) =丄广 ^ — Sm ^ 6 . (9-35) 

2 ?r / -s rc a) 


根擄方程 （9.19> 和 (9_20), 功率譜就是 


< P ( oj ) 


4?r 

Y 




N 




- H -N 


(9.3 B ) 


爲 r 簡 m 地進行方程 <9.36> 中的極限運％我們先取觀固方程的系集平均値.旣然，系集 
的毎一個組成元素的功率譜^⑷都是相同的，所以，取系集平均値時方程 （9.36) 的左踹 


I ™ K 


€ 




a 2 


«3 




圖9,2 



並不改變.這樣-個取 f 均値的手續可以使方程 （936) 的右端得到簡化，設6是隨機變 

數知（或 A ) 的半均値，&是^ (或〜）的平方的平均値.把心化寫成下列 形式： 

^ (〜一 d)(a t - d) ^ d[(a k - d) + (a ； — a)] + (d)\ 

我們把這個表示式代入方程（化33)的右端，然後爯取系集平均値.旣然，這一系列脈冲的 
高度是互相無關的，所以， 除非々 =—心 （ a ; — W 的系集平均値就是零.如果 
k = l ，（ a k — a)(ai - d ) 的系集平均値就是 P — ( d )\ 因此，極限號下的第一 ® 就是 

N N _ _ 

Hm -— 2 S (〜一疗 ）（A — a ) e^< k ^ )T = 7 — ( a )\ 

N— « 2 N Tif 

( a k - d )^\\( a L -^ d ) 的系集平均値顯然是零，所以，最後就有： 


0( U )) 


4tt 

Y 


\^)[ 2 \ la 2 -( df ] 


⑷ Mim 

2 N 



e 


■i 鉍 hT 


(0.37) 



9-5 鍩.九章平 S 隨機輸入下的綫性系統 101 


如果 0 = £ wr/T 0是整數），方稃 < 9 . 37 > 中的和數就等於 2 iV + 1. 因此，方 


程（9. 37 )的第二項的極限値是無限大，對於其他的 w 値來說 T 這個和數的絕對値 



總是小於與 Y 無關的常數1 +2/ 


sin ^ 7 

2 


，所以， 當 N — coW ， 方秤 


( 9 37 > +極限値等於零.现在就很淸楚，當取/極限値以後，第二項的性質就是在頻率 
to = 2nn/T O = 0 , ± 1 ，± 2 ,…）處的一系列冲最(或 3 两數），烯了計算這些 d 函數 

的系數，我們必須對於典型的間隔 一 n <> r < ft 計算曲綫 P 方的面楨.把和數加以積 
分，就得 


丄 f n ^ 1 -CQS ( 2 N + l)^r^ , 27 T 2 N +1 

2N J-x/r ^ 1 — cos o>T ^ — ~Y 2N • 

當 N —⑺時 ，3 個面積就得出的値 M / T . 按照方程 ( 9 . 25 )，5 函數曲綫 〒的面 積是一 s 

所以，所需要系數就是 2 〃/ T . 因此，所考慮的平穩隨機函數(0, 33 )的功率譜最後驮可以 
寫成 



VT 


dio —- 

2 N 1 


X 1 

2 


k T 


d >( o >) = 2 to 0 j 令>「 I [ a a — ( a )^] + ( a )^ Q y ^ g(uj — n «> 0 ) 1 (9.38) 

〔 n^z J 

其中叫是相當於基本周期 r 的頻率.也就是 

aJ 0 = ——. (9,39) 

T 

所以， y ( t ) 的功率譜中包含有一個連續的部分，這一部分和一個單獨的脈冲的功率譜形 
狀相同，這一部分連績譜的强度娃由脈冲高度的方差/所决定的.此外，在頻率 nu> 0 
0是整數)處還 釘離散 的譜，這一部分離散譜的强度也是由一個軍獨脈冲的譜所决定的. 

現在我們再來考慮男外一種情形.隨機函數 vit ) 是一系列形狀和高度完全相同 
的脈冲.兩個柑鄰脈冲的時間間隔是一個隨機函數，這個隨機函數的平均値是厂窮 
fc 個脈冲的發生畤問是這裏的？ 1 是一個固定的常數.所以 h 當然是一個隨機 
函數，假設^按照一個已知的槪率分佈函數變化.並且假設 q 的平均値是零. 
同時這些 S 之間也是互不扣關的.不難算出，兩個扣鄰脈冲之間的時間間隔的平均値 
hT ^ t k ^{ k - l)T ^ t k _, = T + 6^ - e^ x = T , 如果脈冲都足矩谚的，圖 a.3 所表 

示的就是一個這樣的隨機函數， ^ 




(9.40) 


y ( t ) = - kT 一 s k )， 

k 

這裏 WO 表示一愐單獨的脈冲.按照方程 （ HS ), 設0 = 2 NT t 

A … )= 一 ' 

—N 

4…是由方程（9. 34 )所給的一個單獨脈冲的富利埃譜.對於矩形脈冲的特殊情形， 

就是由万程 03 S ) 所表示的，按照方程 （ G .19) 和(& 2 0)， y ( t ) 的功舉譜就是 

切 … ） = (0,11) 

T ㈣ 2N r^f 」 

現在，我們引進一個函數 

广 <B 

x(ut) = / P(e)e- {i ^de, (9.42) 

J —CO 

有時候幻稱爲 s 按照普通的定義， 父 < y > 就是尸的寧-學孿舉（寧 

氏變換广.我們把寫成 

■•’ ^ {!> - 叫 — 咖 ） ] + x ⑷ } ❿ +㈣ —r ⑷] ⑴） h 

其中是 Ao )) 的祓共軛函數，而 £ U*(W = z (— 現在我們就把這個表示式代 

入方程 （9. 4 i ), 接着就取這個方程的系集半均値.芮爲這些 s 都是互不相關的，所以極限 

運算可以大爲簡化.最後的結果就是 

, 0> 

少(…= 2^ 0 |«(0»)[ 2 |[1 -卜⑷鬥 + \ x (< o )\^^ 5 ( 0 ) 一 n ^ G ) l 3 (9.13) 

^ tL — 0 J 

這裏的％就是方程 （ 9 . 39 ) 所定義的頻率 * 在這#情形下，連續譜的形狀和離散譜的强度 
不再是 R 由單獨脈冲的譜所决定的了，它們與 e 的特徵函數也冇關係， 

作爲直接計算功率譜的第三個例子，我們來考虛圖 9 , 4 所表示的平穩随機函數 yit )^ 
這個函數在時間間隔7 1 中的値或贲是+1或者是 一 I . 這裏的1^不是常數，而是一個隨 
機函數. 7 1 的槪率分 佈函數 P ( T ) 是已知的.不言而喩， r >0. 也還要指出:這一系列 
時間間隔7 1 是互不相關的_我們用1， 2 ,3,…）來表示第個時®間隔.假設 
時間間隔的半均値是 

f =「 TF ( T 、 dT , (9.44) 



我們把從6 = 0到 * = 取作方程的積分間隔0,這樣，就得到 


A ( o >) =丄广％⑴斤妞=丄丄玄;（一 1 广( 0 , 

2 nJ ^ 2 tt iu ) tr ! 



1) 有時在富利埃塗換的癀分毅前如一乘數1/2^, 
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這裏的4 衷示镣 k 個時間間隔的終點，以上的表示式又可以改寫爲 

A (^) =「丄丄 (一 1)4 -叫 一丄1(一 i )‘ v〆 〜 

L 7T 10) 」 ZTzifO 27rio>* 

於是，根擄方程 (9^0) 我們就有下列的功 率譜： 






4 

我們來考盧如說 A ： 

-1_似. 4 — 


- N k =1 

=v + w . 這時就有 

+ B Bi- e - i ^ T kt + 




(\) Ar >) 


(9,46) 


P 无然，這一系列時間間隔 是互不 相關的，方程(9_站)的右端的乘積的發生槪率就足每一個 


因 f 的發生槪率的乘積.如果我們引進 T 的特徵函數 

X (< x >) ^ <{>(( 0 ) + i 0( co ) = f P ( T ) e - ia > r dT , (9.47) 

«/o 

就是的平均値.因此，方程 ( S . 46 ) 的乘積的系集平均値也不過就是 | x ( W 匕 
在方稃(0. 45 )的雙重和數中，這樣的乘積的個數的近似値就是义每一個道裨乘積的符 
號都是（一 1)' 所以，在極限値巾，就有來源於這些乘積的一項（一 irs > w ) r . 机可 
以是從1到 oo 的所有正整數.所以，這樣一些項的總和就是 


X ( o )) 


1 + 欠 ( 0 ) 

不難看出，來源於 V > &的那些項的總和與來源於 A ； > V 的各项的總和剛好是複共軛 


的，此外，很界為看出在方程( 9 』 5 )的方括弧裏的極限値中，來源於= V 各项的値就迠 
1,這樣一來，這個極限値的所有的組成部分都已經知道了.所以，就可以把方程 (9. 扣) 
最後寫成 


< P ( o )) 


4 




n < o ) 


+ 尤 （w 


M 裏的 W 就是表示式的實數部分.如果私幻的實數部分和虛數部分分別足 ㈣ …和 
就像方稃 ( m )所爲的那樣，那末， 少 （⑴)也就可以寫成 


( P ( U 3) 


4 


一 O ) ⑻ 


ttTu )^ [1 + ^>{ a >}] 3 + 4^(0>)彆 

如果分佈菡數 P ( T ) 是泊松 ( Poisson ) 分佈函數 


(9.48) 


P ( T ) 


T 


.-r 


(9.49) 


這裏 F 就是方程 ( 9 _ 44 > 所定義的平均時間間隔 # 對於這個特殊的分佈函數來說，這樣一 


個拫幅是一的隨機開關函數的功率譜就是 

? 1 

d >( w ) -- - m ■-■ m (9.50) 

7 T 1 + (07/2 f v 

冈爲這個隨機函數完全沒有任何冇規則的周期性，所以功率譜是連續而 iL 光滑的，以前兩 
個刿子中所包含的那種冲璧：，在這襄是根本沒有的. 

9.6 離開平均値的大倡差的槪率 

如果隨棉函 K 足一個結搆中的應力，耶末，只知盘這個聩力的平均値是很不够的 t 因 
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爲結搆的破壤铒應力本身的大小冇關係.爲了安全起見，我們就需要知道應力超過結構材 
料的綷許工作應力的 槪率池 就娃隨機函数没的大小超過常數値&的槪举，尸[|私| 

如果第一槪率分佈函數 W ,( y ) 是 E 知的,邡木，這個問題的答案就很簡單： 

^[hj| > fc] - A k ^i(y)dy + f w^y)dy % (9.51) 

J ■议 J k ^ 

但是，在不少工程問題中並不知道槪率分佈函教，只能知遒平均値》和方差 c 2 . 然而 
就是在這種限制很大的情況下，衡於離開平均差的木學孝㊉辦宇，我們還是可能給出一個 
一般的估計，但是這個佔計是偏於 ji 鬆的， mm t 是 y 的一個非負函數，按 

照定義當然也是非負的，所以 

9(V) = J ^ g( V ) w x (y)dy^K ^ ^ W^yydy, (9.52) 

最後的積分是在所宥滿足條件 9 ( V )> K 的部分上進行的，伹是這個最後的積分剛好就 
等於所以 

P[g(V)>K}^^l m < 9 .53) 

這就是所謂的契比謝夫 (He6time B ) 不等式.現在取 


9 ( v ) = (y - y )\ 

按照方程（9.7)， 

liv ) - ^ - ⑻' 

這裏/就是方差，也就是離開平均値6的偏差的半方的平 均値. 設 K = fcV 3 , 就可以由 
方程（ 9 . 53 )得出必耐梅 -契比 謝夫 (BienayinkHe6fcJiiieB) 不等式： 


p L\V - - PL(V - &尸> W ] (9.54) 

對於* H 際的應用來說，必耐梅 - 
契比謝夫不等式所給的估計還是太寬 
鬆了，也就是說，這個不等式所給的上 
限常常娃過高的.如果 w . iy ) 只打 
一 個極火値，我們就可以給出一個比 
較精密的怙勤.這時， W ^ y ) 的極大 

値所在的點％稱爲寧攀. 3 樣的分佈函數稱爲 f 專攀兮 呼孕攀 ( 或罕等兮佈函.對 
於艰衆數分佈函數“形，大偏宗槪率的估計 

式，我們來考慮圖 w 所畫的 函數犯 (； t 0, w ( a ) 在 : r > o 的區域內是喂調減少的，可以把 
M 幻看作是許多學罗與,的和數 ( 參看圖^、這些矩形函數都是這樣的;在 O ^ x ^ Cx , 
間隔內等於一個“，區域内等於零_我們先來芎慮矩 形函數 

如果0 < ^ v ( x ) ^ l T j 

, 如果 v ( x ) = 0 J 



對於任意一個 
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K 2 J v{x)dx = 0, 


沮是，如果 


K 2 J* v(x)dx = I^(x Q — K) m 


所以，下列關係 


不難證明，對於在這個範圍 內的尺 來說， K\x,-K) 的極大値是#< 

式對於所有的 K 値都是成立的： 

K 2 J v ( x ) dx ^.^ J x i v ( x ) dx , 

用疊加的方法就可以得出 

K £ J w(x)dx f ^ ! W(x)dx. 

現在> 來考慮一個横坐標是 艾 H 的單衆數分佈函數這裏的沁是衆 


數.這時， 




4 

9^ 



x^Wi(x)dx 


而且 


K 5 



K 


Wjixydx ^ i 


把這兩個不等式加起來，就得 


4 




9 


* 


這裏的 V 是離開衆數的偏差的平均値，它的定義屋 




「 1/ — I/O) 2 = r (V — y 0 fw 1 (y)d]/. 

J —tfi 


(9.55) 


設 X =心,我們就得到高斯不等式: 


p i\y - 2 / 0I >如]< -• 


4 




(9.56) 


如果分佈函數 W . iy ) 對於1/ =队是對稱的： V ^ iO/o + a ?) = W l ( y ,^ x ) m 就冇 


Vis == 


t 因而，方程 (9_5fl) 就化爲 


P[\y-u\>n^ ^ 


4 

9 fc ^ 


( 9.57) 


所以，方程 (9』 7 ) 所表示的槪率的估計就比方程 （ 9 . 54 ) 的怙計更爲精確 * 

在很多情况下，我們可以認鴆％⑶)是高斯分佈函數(至少也可以近似地這樣假設）. 

這時，利用誤差函數 /( W = 2 



7 T 



0 


e^dt 的漸近展開式，不難直接算出 


P[\y - v \ > b ] & 


e 




k V 2 


*»1. 


(9.58) 


這個槪率的數値很小，例如在= 3 時，這個槪率只省 aoo 2 , 可是 t 如果用方程 <£)_ 5 0 
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R 能知道這個槪率比 turn 小.即使用 方程 0.57) 來估計，也只能知逍這個槪率小於 
而已.這三種怙計結果所以有這樣懸殊的差別，當然迠因爲這些估訃//法所侬據 
的賢料在確切杩度上也冇很大差別的綠故，所根擄的假設越一般化，所能得 出的 佔計結 
果就越不精確. 

9.7 隨機函數超過一個固走値的頻率 

如果所考慮的隨機函数是結構中的應力，並且，假設需要根據應力超過某一侗固定値 
( 也就是材料的疲勞應力 购 重複次數來進行設計，那末，就必須知道隨機 M 數&單位時間 
闩超過 固定値 v = ^ 的可能次數， M 個次數顯然是隨機函數在單位時間內經過 e 値的 
可能次數的一半，用 M($) 表示上述的經過$値的次數，這個數最先是由瑞斯 (s. 0. 
Rice) 計算出來的'下面我們也採用他的計笕方法. 

設 W ( y f y ' ydydif 是在同一時刻隨機函數値 y ( t ) 在2/和 y ^ dy 之間而時間導數 
〆 (〖）在 〆 和2/ + 之間的聯合槪率.這個漑率&可以解釋爲在眾位畤問内 〆 幻和 

她 同時在上 述的範 阇內的總時間，但屋，隨機函數經過办所需的時問是 
所以，所需要的鎞過 Mil 〆 的可能次數就等於 v f ) dydy f 被 dy /\ y f \ 除得的商數 
\ v '\ y f W • 因此，對所冇的?/値陡分就可以得到次數 

N,(?) = P \y f \W(^y f )dy\ (0+59) 

J —CO 

伹是，方程 （ 9 . U ) 表明：只要隨機 W 數扒纟）是可微的， y ( i ) 和 y ( t ) 就是彼此菡無關沌 
的.旣然如此，根據計算槪率的一般原理， W ( v , v f ) 就是兩個第一槪率分佈 W 數 Wi ( V ) 
和 w < y ) 的.乘嵇.於是，方程作即)就可以寫作 

雌） = WM )「\ y f \ W ( y f ) dy \ (9.60) 

J 

如果汛 0 /)是對稱的， W ( u r ) - W (— 〆 ），方稃 O . 60 ) 還可以進一步簡 化爲： 

凡⑻； 21^(?) 「 y f WQ /) dy ， GW ) 是凿 稱的人 (9.61) 


如果 W 0/) 是一個平均偏差是 y 的高斯分佈函數^按照方程 0.9) 和 (9,61) 就存: 


N 0 ($) = 


2 W 1 ($) 

c f s/27 ： 



2^ f W ( S ) 

n 


利用方程 ( 9 _1 S ) 和 ( 9 _ 22 ) 可以由功率譜 叭幻算 出方差 d 


(9.62) 



0 


l 0( u ?) da) t 


(9.63) 


如果 化 ( W 也是一個高斯分佈函數，假設 v ( t ) 的半均値是 L 平均偏差品么根據方稃 
(9.7) ，（ 9.21> 和 (9.62 )我們就得出 




N 0 (O 


F - 


{H 


71 


e 



^( to ) d<o 


^(<i))do) —( 没 ) 


(0,64) 


1) S- 0, Rice, Bell Syste7n Tech. 23j 282 (19 斗 4); 25, 46 (19+5), 
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這就是瑞部刃給的公式 . AVO /? 就是 Vit) 趙過 $ 値的頻率 . 

9 ,S 綫性系統對於平氆隨機输人的反應 

現在吋以同答我們 ft 這一章的引 g_ 裏所提出的那個問題了：如果常係馼綫性系統的 

半穩隨機轍入是給定的，那未，系統的輸 W 是怎樣的？根據以前各節中所講的隨機函数 

珂論的一些初步知識，很萍易想到：解决這個問題的關鍵就是設法由輸入的功率譜把輸出 

的功率譜計算出來，一旦知遒了輸出的功率譜，我們就可以利用方程 <122) 求出相關函 

數，也可以利用方科 .( W 1) 农出毕方的毕均値，根據第 9.6 節和第 G .7 節的方法，我們還可 

以估計出離開帀均値的大偏差的槪奉以及超過 0 定値的頻率 . 對於很多工程問題來說， 

闊於輸出的特性的這些知識已經是很够用的了 . 

•• • 

假設輸入 At ) 的功率譜是0…）.和關函數是私 ( T >* 根據方程 （9.21) 和（9.22)，我 

們有 



0(a})d<o = Ei(0) 


(9.65) 


以及 


- Bt ( r ) = 



cos toTdr 


2 


厂 0( u >) e itiir do }, 

—CO 


(9.66) 


這裏我們用到了關係 AW = 這個關係可以由方程 (9.23) 看出來，同樣，我們假 

設輸出 V ( t ) 的功率譜足相關雨數是凡 ( r ). 因而有 

~ = 私( 0 > 

以及 

R 0 (t ) =丄 / g(w)e iait dw. 

和以前一樣，設是綫性系統對於（= 0時的單位冲量輸入的反應 
w 開始的過程來說屬出可以寫成 

y(t) f x(T)h(t — T)dr, 

*/ — CO 

可以這樣寫的现 rh 是:在時刻1：到 IT +办之間，輸入對於系統的作用，可以用時刻 r 
的一個大小迠诈)心的沖量對系統的作用來代替.我們 再把楨 分變數 T 變爲 U = f — T . 
就义得出 

y(t) ^ x{t — u)h{u)d^^ <G,69) 

所以，相關函數氏(0就是 


(9.67) 

(9.68) 
,掛於一個從 


- ■■ ■■ ■ I ... I ■■■ /* 广 03 

R 0 {t) = y(t) y(t H- t) = / / x(t ^ u)x(t + r — u f )h(u)h(u^)dudu\ 

•/o */o 

但是 

x(t — a)x(t + r— w ; j x(t)(t^T + u — u f ) = Ri(r + u — u r ) f 

所以，根擄方程 ( s . 66 ) 和方程 ( ms ), 我們就得出下列關 係式： 


(9,7(1) 


f g(w)e iv3t d^ = f f f ) e l < r ^- ur -h{u)h(u r )du du f dny t 

J — <75 J —71 J 0 J 0 

如 fltF ( S ) 是綫性系統的傳遞函數，那末，的拉氏變換就屋 F ( S )- 所以[叁看 
方程 （3.50)] 

F(i^) = J e- iatu h(u)du t 

於是就可以把方程 (9.70) 改寫爲 

f g(u))e ialT d(o = f 0(u>)F(i(a)F( —i<jj)e ia,t do} t 

J —eo J —oa 

因此，功率譜如…和之間就耵下列關係式： 

= d>(w)F (“) F (-。）= |F(iu0j 3 少 ( 出)， (9*71) 

在這個公式中用到了 R ^ ) 是 F ( —>的複共軛數的事筲， 

裉據方程就可以由輸入的功率譜和綫性系統的頗率特性算出输出的功率譜, 
甚至於當頻率特性 R 是川圖綫或數字表格來表示的情形，功率譜 £/( W 也還是不難計算 
出來的 • 在這裏，我們又一次看到，傳遞函數與頻率特性的槪念是十分初用的. 

我 們還注 意到這樣一個有趣的事實：丙爲在普通情况下，當 w 時， F ( w )^ 0 , 

所以，當 w — oo 時，輸出的功率譜 £；( 岣比輸入的功率譜更快地趨近於零，道也就 
是說，輸出的髙頻成分的强度比轍入的萵頓成分的强度小得多.所以綫性系統存一種使 
輸出比輸入更 " 光滑”更“規則”的作用， 

9-9 二階系統 

作爲一個簡單的例子，我們來考慮二階的綫性系統.這時，運動方程就是 

4* + % = X(t). (9.72) 

at 2 at 

所以，系統的傳遞函數是： 

F '( s ) = —-— i -= — — -— i - 

tus 2 + cs + ft k ( s 2 / ) 4 * + 1 

這裏的％是沒有阻尼時的自然頻率， C 是實際阻 尼與臨 界阻尼的比値[參看方程 (3 JS )], 

所以 






輸出的功率諧就是 


Q (记） 




2 


®( to ) 

.+ …/心_ 


如果我們希望知道輸出的平方的平均値，那末，方程 W . 2 〗) 就給出 

?=丄厂 _ 0 (<x>)do> 

— 斤人 [― (^ 7 二 ir + o/v 

如果 C 很小，方程( 9 . 74 )的玻嵇函數的分陆在叫處幾乎等於零， 
一個變化諼慢的函數，就也 


(9*73) 


(9,7以 

因此，如果 0( …是 
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V 


o ^( o > 0 ) 
— fc 厂 


dx 


0 ( # — 1 尸 + 4 C 2 ^" 




(9.7o) 


這個方稈表明：如果阻尼系數 c 趨近於零，輸出的平方的平均値就變爲無限大， 當 c 等於 
零時，傳遞函數有一個純虛數極點—般說來.只要綫性系統的傅遞函數有一個純虛 
数極點，就會發生輸出是無限大的现象，因此，如果 
要求棧性系統在隨機輸入下具有符合®耍的運轉狀 
態，傳遞函數 F ( s .) 必須滿足的條件就是： F ( s )^ 

對系統性質命 

二函數的穩定性 
條件是完全相同的， 

一般說來，可以用進一步改變系統的傳遞函數 
的方法來改善輸出的其他性能.例如，我們完全可 
以設想，在某一個合用的頻率< 處，函數^叫 )/4 
攻極小値、就像圓所晝的那樣.道時，如杲我們 
能使系統的自然頻率就是<.那未,楡出的隨機振 
幅的大小就可以減小到幾乎是最低的限度.其實， 

這是很容易作到的，只要在系統上加一個傳遞函数 
是常數《的反饋棧路就可以了（參看圖 9,7). 這樣 
一來，系統的運動方程就變成 




d^y 


+ 


dy 

dt 


+ Jcy 




或者 


d^y 

W l 


dy 

It 


(k + a)y 


(9.76) 


系統的占然頻率就變爲 V ( A ： + 所以，只要適當地選擇 a 的値,就可以使系統的自 

然頻率等於: 

(9.77) 

m 

這樣作的結果就便得輸出的大小減小了. 

9.10 不可壓縮的湍流中作用在一個二維機»上的舉力 

作爲第二個例子,我們考虛一個弦長是 c 的薄平板狀的機翼，這侗機絜以一個常速度 
P 在空氣的湍流中運動.設: c 軸在弦的方向上彳軸在機翼的跨度方向上， V 軸與跨度方 
向和眩都垂直.假設湍流的擾動速度分量 W 與口相比較都是很小的.由於這些湍 
決擾動速度的存茌，機翼就有一個隨時間變化的明顯的冲角 S 因而也就在機翼上產生了 
隨畤間變化的升力. K 要擾動速度相當小，變化着的冲角《就由下列公式給出： 



no 
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這時，可以把冲角 a = 看作是系統驅動函數.系統的‘ £ 反應”(轍出)就是機翼上變化 
着的舉力，或者，更好一些，把擧力系數 G 看作是系統的反應.這是李普曼 ( II . W . Liep - 
maim >研究過的一個 問題' 

爲了求出舉力系數的平均平方値 cpy ， 首先必須確定機1的一個傅遞函數.這個 
工作已經在第 3.7 節裏作過了.其實，如果 r 是輸入，舉力系數 Q 是轍出，那末，頻率 
特性就是由方稃 （3.(57) 到 （3.71) 的各個方程所表示的， - 

雖然，實質 上湍流 擾動是三維的，也就是說 ， K V , W 都是 A H ( 的函數 * 可是，對 
於第一次近似的分析來說，炅考盧〃以及 t ， 與 L t 的關係似乎就很够了.所以，在湍梳 
中我們 M 來考慮下列形狀的擾動速度或冲角： 


a(x, t) = 


V{X f t) 

u ' 


假定，在數量极是 c / U 的時間裏，湍流的特性沒冇顯著的變化,冲角就只與 t 一 < x / U )^ 
關，第節所給的西爾思的結果也就可以應用.在分析湍流的時候，常常採用這一個假 
設.這個假設贾質上也就是要求 f 面的條件成立：一個流體質點的流速的時間變化举小 


於一個固定的空間點處的流速的時問變化率.根據這個假設，就有 





4浐 / ^ P ( o >) \ ip ( k )[ 2 d^ t 
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其中的 AW 是的功率譜. 
按照方程 (9.31) 和(132)， 

(<4>) 




7 J L 1 + 3(L^/U 2 ) 

[1 -h ( LV / J/")] a 


此外,李普壘還發現 b ( A 0| 2 可以近似地表示爲 


\<P(M 
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2?rfc 


所以 


C\= 4n 2 


V 1 



+ du 2 


IP J 备 < 1 + U 2 ) 2 1 + i]U 
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其中 


I • • • ♦ • ♦ I ■ • 

L2n(t] 2 + l) 2r( ^ + 1 ) 2 
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(9*78) 


(9,70) 


(9* B 0) 


(9.81) 


(9,82) 


舉力系數的平均平方値與參數^之間的關係如閩 9. S 所示. 

很顯然，如果這就是弦長比湍流的尺度小得很多的情形.這時 

• 

C? ^ — = 4^a 2 

1 U 1 • 

在似穩狀態中，機翼的舉力系數舆冲角的關係曲綫的斜率就是％.相反地，如果 c / L 非 


1 ) K. W, Liepmann ， 人 Aeronaut* Sc?' IS, 7 93—SOI (1952). 


第九章平為隨捭輸 人下的 餞性系統 


11! 


常大，這就是機翼的弦苌比湍流的尺度大得很多的情形，裉據方程 OS()>， 這時❻幾乎等 
於零.道也就是說:各個局邡的擾動總起來說 都互相 抵消棹 r ，所以，總的舉力赴零.其 
實這個結果是可以想像到的. ‘ 



围 o 

9.11 間欺的輪入 

關於空氣動力學的攀坪 科舉問 題嵙一個極爲重要的現象，這就是晁流中的㉟ f 晖攀. 
所謂間歇現象是這硫的:個尾*流的邊綠的運動尺度很大，以至於邊綠附近的一 點有 4 時 
候處於尾流的內部，帘時候又在尾流的外面.如果一個晃翼與一個失速或者部分央速的 
機翼的尾流的邊綠很接近，這榨問歇現象對於 M 裳上的升力就#發生很重要的影#.對 
於這種作用可以作這樣一個籾略的埋 解:可 以把尾郁的流動看作是一個灼勻冼流的區域, 
這個洗流是有時存在有時消失的，冼流 作用的 時間是一系列不规則的時間問_¥.這樣 
一個流動對於間歇地失速的機翼的尾流中的情况來說，或許就迠一假好的模甩.在這種 
情況下，尾翼上的流動狀態就是時而這樣時而那樣的，從一種狀態變到另一秫狀態(從付 
洗流的狀態變到沒有洗流的狀煺，或者反過來）的時 間間帖 的長皮 r 就是一個隨機函數, 
假定： T 的槪率分佈函數是泊松分佈函數，服来，只耍把方程 (^50) 稍微修改一下就 nj 以 

得出2 1 的功率譜.這裏的平灼偏差不是1而是沔度平灼値驅動函败(冼流)起 


作用的時間間隔的平均値也就姓： T 的平均値氕所以，功率辭就是 


< P ( o >) = 


H — 1 

u^TT(io¥/2)^ 


於是舉力系數的平均平方値的近似値就是: 


(9*83) 




d<a 

[1 + (^T/2)^][i -h 7z{wc/uy\ 


^ v -2 一” + | 

\ p ^ ^ 


2 ff 0 

of 


(9.84) 


G 與 P 的這個關係盡花岡 9 9 _h* 
的那種情形相等的. 


時的極限値赏然是與上一節研究過 



9.12 爲隨櫬輪入而作的伺服控制設針 

在锆9^節裏,我們曾經討論了二階系統對於隨機輸入的反應，那個討論也已經說明 
了用伺服控制改進系統的性能的可能性.但是，在那個例 子裏反 m 機構還是相當原姶的， 
因爲進行反饋控制作用所需要的力 的數* 級與愉入驅動函數的數量級柑同.在一個更 
寶際的 設訃中，我們可以把反饋機構設計得更巧妙一些，使得反饋作用所需耍的力減少很 
多. 例如， 可以用反饋伺服機構帶動可以轉動的附加翼片，從而控制湍流中的機 笼的® 
動.轉動翼片所需要的力與機翼運動所引起的空氣動力效應(舉力，阱力，轉矩等) 枏比 
較，可以是小得很多的，我們可以把這個伺服控制系統的方塊圖想像爲圖 9.10 的情形. 



輸入的隨機函數是擾動氣流.轍出就 是機黧 的位移 • 第一個傳遞函數 '( o 表示擾動氣 
流和這個氣流昕引起的舉力之間的關係，這個函數可以近似地； n 方稃(3.的)來表示 . m 
力與轉矩變化的結果，就使得機翼產生鉛直方向的運動和旋轉運動.這些由於空氣動力 
的原因所產生的外力與機翼的運動之間的關係是由結構的傳遞函數所描述的.機 
m 的運動又要產生兩種作用 * 機翼的運動通過第二個空氣動力學的傳遞函數 f ,( s ) 又產 
生空氣動力，這是第一個反饋棧路，然而，這個反饋綫路不是設計者所能任意改動的•設 
計者能够處理的是第二個反饋棧路.機黧的運動可以用來控制襟翼的運動，假設這一部 
分的傅遞函數是心( ㈡ .襟翼的運動通過傳遞函數 no ) 乂產生空氣動力，所以轍入 x 
與榦之間的關係就是 
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F 2 ( s )[F 1 ( s)X + F z (s)Y + F 5 ( s )F 4 ( s 〉Y] 


1 U 


或者 


Y _ 

X 




_ £ iJ 5)^ Vs ) _ 

1^F 2 ( s )IF^) + F 5 ( s )F 4 ( s)Y 


(9.85) 


所以，改動伺服機構的憚遞函數 F . is ) 就可以使系統的總傳遞函數得到改善. 

如果足輸入^的功率譜， g (^) 岳輸出的功率譜，那末，按照方程 (9.71), 

g ( o >) - ^(< a ) F s ( iw)FA —( G .86) 

這裏的 A ( s ) 就是由方程( 9 . 85 )給定的.完全可以想到，如果希望飛機裏的乘客得到最 
大的安適，我們就必頊使加速度 v tf { t ) 儘可能地小，這也就意味着要求 y n \ t ) 取極小値. 


方程表明 y s , ( t ) 的半均平方値可以由相關函數計算出來. 
用方程(9. 22 )由功率計算出來，把這兩個一般的公式用到方考 


可是，相關函數父可以 


把這兩個一般的公式用到方程 ( S.SS )和(，祁 >的特殊情 


形上來，就得出 

v h \ t ) 


1 <P( 


F ^ i ^ F . juo ) __ 


g 




(9-87) 


因爲 A ⑻，^⑴， ⑻和 F \( s ) 都巳經固定下來，不能再加以改變.所以我們 R 能用 
改動伺服機構傳遞函數八 ( s ) 的方法使 y f, \t) 達到極小値，我們可以採用下列作法:先 
作出一個伺服機構傳遞函數佴是暫時先不確定其中的參數的數値.旣然，其餘的 
傳遞函數都已經確定，如果又知道輸人的功率譜[例如，像方程 ( 9 . 79 ) W 樣: L 那末，根據方 
程.幻)就可以把計算出來，計算結果屮當然也 k 含的米定參數.對於這 
些未定參數,我們就叮以用普通的求極小 値的方 法加以訃算,這樣確定出來的參數的値就 
可能使 TO ) 取極小値.這欉確定的尺⑴就是使乘荇最舒適的伺服機構傳遞函數.必 
須指出:在這個力法屮， F,(s) 的基本形式(基本構造）還是由設計养根據某些實際情况和 
經驗相當隨意地選定的， K 是某些參數尙米確定而巳，所以，上面得到的極小値並不一 
定是具正能够達到的極小値 . 因爲，如果把 W) 的基木形式加以改變，還是用同樣的 
計算方法就可能得出一個更好的結果.所以，如果希望得到更好的結果，我們還必須研究 
厂 4( s ) 應該是哪一榑形式的函數的問題，要解决這種問題就耍用一種比較複雜的數學方 
法'—關於變分法的基本作法，我們將要在第十四章中加以介紹，道裏就不再 
討論，_ ,， 

以上的討論只是在特定的輸入條件下，爲了特定的目的所作的最優伺服控制設計的 
一個例子.如果 E 的不乩設計條件也可以是這樣的：要求擾動氣流在機翼結構中引起的 
應力的平均平方値取栂小値.這時的系統傳遞函數匕⑻當然輿以前的例子不同了，伹是， 
問題的數學形式和處理方法還是相同的，以前各章中討谕了很多對於伺服系統的穩定 
性和其他的定性的性質的耍求，現在的這棰關於定景的《@設計可以看作造更進一步的 
嬰求.這樣一個比較一般的槪念大約站勃克森包姆 （A. S. Boksenbom) 和詻威克（IX 

Novik ) 首先提出來的'在笕十六章裏，戕們還要談到這個問題. 


1) A , S , Bokaenborn , D * Novik NACA TN 2939 (1?53) 


第十章 

繼電器伺服系統” 

如果在伺服系統中有一個繼電器 (跳動 開關），那末，這樣一個伺服系統就稱爲 
轉轉.正如锘&3節所指出的，繼谨器伺服系統的一個重耍優點就足惯_錢比較+便^£ 
iki ,^ 於繼電器的輸出和輸入不是成比例的，也就是說，輸入珣愉出之間的關係不屋棧 
性的，所以，不能用綫性理論來分析一個繼電器伺服系統的運勤狀態，在道一章褢，我們 
酋先提出一個用來研究繼電器伺服系統以及其他類似的系統的®定性的近似埤論，這個 
理論也是以乃氏判斷準則的一種變形爲基礎的.在這一章的後一部分中，我們還耍討論 
-個 g 新穎同時也更 困難的 問題，這個問題就是:怎樣利凡繼電器所固冇的非綫性的特性 
使伺服系統得到更好的運轉性能.遺嘁得很，這樣一個有意義的問題一豇還沒冇被完整 
地研究過;這個問題的微底解决遨荀侍於未來， 
ioa 一個繼電器的近似的頻率特性 
我們來考廬一個頻率是 w 而振幅是 a 的正弦式的輸入 X ( t) f 

x { t ) ^ a sin it ) t . (10.1) 

爲了討論的方便，我們把繼 m 器的性能加以理想化：假設繼電器沒有時間延遲的現象，而 
且它的開關動作都可以在一瞬間完成，而不 W 耍花费時間，總之，沒有時滯現象.但是，繼 
電器特性本身的滯後現象還是被考慮的:在輸入是正數而且逐漸增大的過程屮，如果輸入 
仵0與& 0是一個比較小的7£ 常數) 之間，褴電器的輸出是專，當輸入坩加到6的時候, 
轍出就立刻從霹變到滿値 A (A 基一個正常 數). 在輸入是正數可是逐漸減小的過程屮， 
只要轍入大於也是一個止 常數) 轍出就總是 A,— 旦輸入減小到 c 的時候.输出就 
由滿値 A 立刻變爲零.一般來說，總是比 c 大.如果把電流看作是繼電器的橄入，那 
未， b 就稱爲 f 寧寧碑 ，就稱爲啡寧零雖.當轍入是 ft 馼的時候， 一&和 一 c 分則赴接 
通電流和開斷’電’流，®出的滿値是 • 二乂: 圖， .1 所畫的就是上述的楡入-輸出關係，由 



0 6 , 7 t 9 , 13 , 17 , 27 , 44 ], 


圈 10.1 


10.1 
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於所以输入與輸出之間就釘一個相角差，輸入的扣角落後的値0 


sin 


, b 


sm 


( 10 . 2 ) 


轍出的毎一個矩形波的長度都是這裏的 a 是由下列公式給定的， 


+ 6 — sin 


b 


sin 


— sin 


(10.3) 


轍出的周期與輸人的周期是相等的，它們都是 
現在，轍出就可以 M 成一個窗利埃級數， 

CQ 

y ( t ) = ^ a n sin [ n(^t — 8)] 


(10.4) 


基本諧波（第一次諧波）的系數心就是 


4 A 


sm 


這裏的《是由方稃（10. 3 )所給出的.在圖10. 2 所畫的繼電器伺服系統屮，繼電器的轍出 
就是控制 fTi 搬機構的改正信號.伺服機構通常都具冇爐波器的性質，它能够使髙次諧波 


*(* 


放大器 


雄電器 


被控制系統 


y(t) 


g 10.2 

的影響大大池減小，闶此，作爲一個近似的考慮，我們把所有高次諧波都忽略掉,把瑜出 
就看作是— 0)_如果 <0>0,採用複數形式，輸出與輸人的比値 就是： 

rn y - \ ^A. SilYl Q *v* ^ k 


Fr(io)) 


7 ：a 


>0), 


如果 a < 0 ，輸入 a sin d 


Min 這時輸山的基本諧彼就是 


A A 

—- sin a sin [ | a ? j i — 0]= 

所以，用 ® 數形式表示，輸出與®入的比値就是 


— sin a sin ( a>t + 0)* 


F\(iw) = iAsina 6 + 访， 

?ra 


總結起來，輸出與輸入的比値就是 


F r ( iu }) 


4Asin 

7T(l 

4Asin 


d )> 0 


e^ id 0 


(10.5) 


我們把看作是繼電器的“頻率特性‘，但是，這 r 是一種說法而巳，仏(^)並不是眞 
正的頻率特性， 〕 E 像以前各章所定義的那樣，具正的頻率特性只是頻率⑴的函數，與轍人 
的振幅是沒有關係的 • 可是，恰好扣反，這裏的 F t { iw ) 是振幅 a 的函數，除了與 W 的符號 
有關係之外，與 u ) 的大小並沒有關係.山此可見，我們所用的函數符號 F r (“） 以 
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10.2 


及‘ ‘ 頻宰特性”的名稱並不侖理，但是，爲了與普通的符號和名稱容易統一起見，我們還是 
梂用了這種符號和名稱.應該汴 意到，和 普逋的情形一栊，仏(。）也有下列的重要性質: 

{’!•（ Zo *)) 二 Pr ( _ 名⑴） ♦ 

如果轍人的拫幅 a 非常大，根據方程 （ ia 2),( io .3> 和 （10.5) 就珩 

a » 1, (10.6) 

n a 

如裝振幅 a 相常小， <& T 繼電器根本就沒冇反應. 

如果振幅 a 剛好等於接 通電流 b r a ^ b . 那末 

= a = 丄 (5_ — sin— 1 去 ) a = (10,7) 

這個臨界情形稱镍繼電器的郎 f 翠. 

可見，這些極端情况下的 _ F r ( i ^) 的値是由繼電器的特性所確定的， 

10.2 柯氏 （ Kochenburgei :) 方法 

我們暫且假定 m 人的各個調和分量(也就是蚤次諧波 >的振幅都是\這時，繼電器 
的頻率特性就娃一個由方程 （10.5) 所給定的複常数.圖10』的控制綫路中除了繼電器之 
外，還有其他的部件,假設這些部分的頻率特性是 A (^). 那末，前向控制綫路的總的頻 
率特性就是以 “>&(>)• 我們讓 W 從0變到 00, 把相 當的乃氏圖綫 1/[ F t (^) F l (^)] 

畫 住祓平 面上，根據乃氏準則，如果系統是穏定的，乃氏圖綫必定®“包 KT — 1點，換旬 
話説> 乃氏圖綫一定要在一 1點的 S 方穿過實軸.伹是，在振幅都是常數^的情况屮， 
广(心）是一個常數，所以上述的穏定性條件也就相當於要求頻率特性曲綫 1/^(^) 

從0變到 CO ) 包圍 一 F r ( h ) 點.以上的討論結果就是確定繼電器伺服系統的柯氏方法的 
基礎' 粜德發爾布^(几 C . ro ；!!^ 中 ap 5> 在吊的時候 已飩採 用過這種方法，都梯 
爾 ( J . R . Dutilh ) 也獨立地發明了一個類似的方法' 

柯氏(柯痕布爾格爾）指出：當輸入 的蚤個 調和分童的振幅不都相等的時候，只耍把 
上一段中所講的穩定條件應用到相當於 a 從0變到⑺的所有的 FAi ^) 値上去就可以 
了.常《從0變到〜的時候， 一 的軌跡&是一條曲綫，這條曲綫的起點就是方稃 

(1( U ) 所表示的開斷點，終點就是複平面的原點，圖10,3所畫的就是這種情形. 這種圖 
綫就稱爲辱.因此，柯氏方法中的穩定的充分條件就是： V ^ i (^) 圖綫必顼像阖 
10-3 那樣也 — A (。) 圖綫包圍起來，圖10. 4 所畫的是絕對不穩定的情形. ^ Fr ( ioy ) 
圖棧上的箭頭所表示的是繼電器的輸入拫幅 a 增大的方向. F 、 ㈣ 圖 棧上的箭踉所表 
示的是頻率 w 增大的方向，而且這條圖綫當 w = 0時從原點出發 • 

除了這兩種絕對穩定與絕對不穩定的情形外，也還对部分穩定(或部分不 S 定）的怙 
形，在這種布 S 分穩定的情形中可能花一個固定的頻率上發生一個报幅也是常數的自激振 
盪.例如，圖表示一嵇舍的情形.如果振幅 a 足够小 ，一 F r ( i …點就在圖綫 
l / F ^ w ) 的“外面'闵而系 定的，於是拫盪的拫幅就逐漸增大,當振幅増大的時 

1) R* J, Kochenburger, Trang^ AJEE f 59, 270—284 (19S0k 

2) J* R* Dutilh, UOnde ^lectrique y 80 , 138 一 445 (1950), 
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候、 一 A (心）點就明向 1/ F〆 。） 阔綫 移動.最後就到逹 巧點. 這時攸，.系統就以相當 
於 A 點的頻率和 阪帧 進行穩定的自激腿 • 河見，只要灯一個振幅不太大的初姶撮動, 
(這 個褪勐 並不須婴持續他作用)系統敁後就貧 n 動地逹到道個 s 激 振设， 沄稽運勐狀煺 



圖 10.5 圔 10.6 

稱爲聲学 ㊆ $ f f _不難君出，系統不可能冇離開 A 持振盪點 A 的傾向，原因是這樣的： 
只耍椒 二:大， 一 A (心）點就進人圖形上的穩定區域，因而&就受到祖足的作用 
迫他振幅減小而使系統回到 A 點的 Ei 激振撥狀態.所以， A 點才稱爲“收斂點”，而系統 
也就曾持 M 地振銳.圖10. 6 表示的是另外一種情形.一心<>> 圖綫與 1/^0) 圖綫的 
交點巧是一個 f 準學.和以上的討論相類似，我們可以看出：系統在巧點也可能發生 
自激振盪，不過 — 盪娃不穩定的，系統的運動狀饀冇離開尸 2 點的傾昀，只要也一點擾 
動，系統就會離開尺點的振 M 狀態.徂是，如果系統最初是靜止的，而且所受到的捡動不 
太大. — F r ( io ) 點就不會跑出穩定區域,因而系統的靜止狀態就娃穩定的. 

圖 HU 和岡 k >. s 所表示的是更複雜一些的情形，在這兩種情形中，旣有收斂點巧也 
有發散 點巧，對於圖10. 7 的系統來說，初始擾撖的振幅必須光分大(具體地說，要大於 
P , 點所柑當的振幅）才能使系統發生激振 M ，所以這種運動狀態稱 IS ® 毕 ㉟ 0 
圖 ms 所表小的系統，總足可以由不大的初始擾動引起穏定的 f 〗 持振 摄的. mii , 如果 



初始擾動的振幅太大(具體地說，大於與 h 點相當的振 te )， 系統就不再能發生 自 激振 l 
這時系統的振幅將要無限地增大. 
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從圖 10.5 到圖 10.8 所表示的各種怙形，可以明顯地看到系統的運動狀態與擾動振幅 
之間有着密切的關係.並且也看到發生頻率與振幅都是凼定常數的自激振盪的可能性. 
所有這些性質都是非綫性系統的特性，也足以前各章討論過的綫性系統所沒有的.其實, 
K 要根擄笫^節的介紹性的討論，我們就可以猜想到非綫性系統可能冇這樣一些“不苟 
常”的性質. 

10*3 其它的頻率遲鈍非綫性機構 

對於繼電器伺服系統的穏定性問 M 來說，柯氏方法是一個很有效的解决方法.這個方 
法對於相當複雜的系統郡能够 應用/ 而且，只要;11實驗方法測出關於頻率特性的數據就珂 
以用這個方法，並不需要求出頻率特性的解析表示式，在絕大-多數 的贲際 情形中，繼電器 
後面所運接的伺服機構郡冇相當的濾波作用，所以，在以前的討論中把轍出屮的高次諧波 
忽略杩的作法也是很合理的.用以上的理論分析所得的結果與寶驗結果是十分符合的.因 
此，如果穩定性是唯一的設計準則，那末，柯氏方法就解决了繼電器伺服栗統的全部問題. 

其實，柯氏方法不僅能應用到繼電器伺服系轴 U ， 而且對於許多其他的评綫性機構來 
說，用柯氏方法也能得到同樣好的效果.這個分忻方法的重要關鍵就是:繼電器的運動特 
性與頻率無關，只與振幅有關，然而，綫性系統的運動特性却是只與頻率有關而與振幅無 

心 t 關的 ， 實際上，有很多弗綫性機構與繼電器对相闷 

j / 的特性.腎如說，一個有間隙的傅動齒輪組就是一 

jL^-J 種這樣的機構.從以下的討論就可以看出這件事 

_ a 實：設 仏是發 動機的主動軸的轉角，這個軸與齒輪 

yo -% t t 級的第一個齒輪的連接娃剛 固的； 久是剛固地連接 

在齒輸紐的最後一個齒輸上的從動軸的轉角， 仏與 
久 之間的關係可以用圖 10.9 來表示，其中的 w 是 
t+J 齒翰組的總間隙.如果齒輪組的輸入 A &—個正 

屬 10.9 弦式的振動,那末，輸出久就足一種“被壓扁”的正 
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弦波，而 II 冇一個相角落後（圆 10.10). 不難 看出：旣然仏 與匕之間的關係不明 fid 也與 
時問耵關，所以，久的頻率的 改變也 不會使仏的波形受到影響.因此，齒輸 m 的反應只隨 
拫幅改變,而與頻率無關，所以和繼電器一樣，齒輪組也是一個顿率遲鈍的機構， 

♦ 辱 • » 



如果我們用頻率特性表示蝓出0 2 的基本諧波與 輸入仏的基 本諧波的振幅比 
値與相沔落後.那宋， F〆 ‘） 只娃仏 的振幅 a 的函数，而不是頻率 CO 的函數，利用頻举 
特性。>，我們就可以研究包含這種有間隙的齒輸紕的伺服系統，其作法與上一節屮用 
頻率特性 FUico ) 研究繼電器伺服系統的辦法究全相同， 

10.4 繼電器伺服系統的最優運轉狀態 

我們部知道，按照柯氏方法 J 了使系統穩定，柯氏圖中的 1/^(^) 圖綫必須橈過整 
個的繼電器频率特性曲綫-仏(‘）_不是像普通的伺服系統邶樣 R 耍繞過一 1點就够 r . 
所以，對於系統中其餘的綫性部分來說，這是一個更苛刻的要求.同時這乜就是爲什麼繼 
電器伺服系統的運轉狀態往往不如普通的伺服系統好的道理，然而，這並不具 E 盐繼谓 
器饲服系統的缺點.事實上，如果我們不只限於耍求系»定，我們可以把繼電器滑作足 
一個開關機構，這個機構能發出正常數的改正信號和負常數的改正信號，也可以不產生改 
正信號.這時，我們就可以提出這樣一個問題:我們應該怎樣根據轍出的情形來開 RH 系統 
中的繼電器，才能使整偃系統得到最優的運轉狀態？甓如說，對系統的運轉狀態，我們有 
這疣一個要求：在受到擾動之後，能够儘可能伋快地恢復原來的正常狀態.以這樣一個 
要农來說，它不 K 是耍求保證能够回到原來的正常狀態(穏定性)而 tL 還耍求恢復得最快. 
解决這樣一個葶寧寧嚷平寧的問題的辦法就是要設法確定一個蝓出的,嚷寧譽，只耍繼 
電器按照這個 M 得系®^4七 '& 優的運轉狀態.道樣 1 一個開 
計一個伺服.系統的基礎.毫無疑問，极擄這個堤一般的觀點設[出來的繼電器伺服系統 
一定具有比普通的伺服系統更好的性能.因爲這種怍法 已經最 .充分地利用了繼電揣的非 
綫性的特性. 

10.5 相平面 

如果1/是轍出，$是楡入，那未一個一般的 〈綫 性的或肃非綫性的)二喈系統的微分方 
程可以寫成 


f(yHt) 口 x(t) f (io.s> 

這裏的圓點表示對時間的微分.我們可以把方稆 （ ms ) 改寫爲一個方稃組； 



(10.9) 



如蒗我們把 y 與 々靑作是丙 變數，那末，方稃飢(瓜 9 )就是未知函數 y 與 6 的兩個一階聯 
立微分方稃.如果像常常遇到的情形一樣 ^統娃 自疗的，也就是說，不但方杩（ 10 . 8 >屮 
的琬數/與時間 t 無關. 而 IL 也沒冇輸入 j = 就可以把妨/办從方稃齟 ( 10 . 9 ) 

的第一個方程中解出來，而把 刪 dt 表示爲 ym 公 的函數，所以，系統的-方程組又可以寫成 



( 10 . 10 ) 


這個方程組不明顯地包含 （（ 除了運算符猇之外) * 把方程組 ( im ) 的笫一個方稃 
用第二個方程除一下，我們就得出 

= k(y f if). ( 10 + 11 ) 

dy 


這是一個以 V 爲 P 1 變數而以6爲闵變數的一 W 微分方程，把這個方程解出來以後，就可 
以利用方程 m ( mo ) 把以 u t 的關係計算出來. 

從物理的觀點來看，上一段所提到的作法是以下列的槪念爲依據的:只用2/和 A 就可 
以描述系統的狀態，而不像比較普通的方法那樣，用&和 t 來描述.如果說是描寫一個 
質點的位置的變數，那麼6就是速度，因此，也就可以用 々來代 表質點的動*_所以，汉 
和分就分別代表質點的位篮和動景.物理學家把這樣一種不川時間變數 t 的狀態表示法 
稱爲 印李項 屮的表示法*在我們所討論的特殊情形中，相空間只是二維的和所以， 
它就 i ^ +氧. 這樣一來，二階.系統 00.10) 的運動狀態就可以用 ffi 平而上的一條曲綫來 
插述，綫上的每一點都表示系統在某一個時刻 t 的狀態_根擄一般的習惯 ，在 m 

條曲綫上，我們用箭頭表示時間增加的方向，就 
像圖 lfl.ll 所畫的那樣.如果系統的階數#大 
於2,相空間就是 W 維的，系統的運動狀 態就要 
用這個 n 維空間中一條曲綫來表示. 

相平面表示法的具體嬸點就是：非常多的 
二階非棧性系統都是自持的，而且都能表示成 
方程 ( i ( ui ) 的形式，這個方程至少總 " r 以用 

等潭罕⑴把解月圖綫表示出來.爭贾上， R 要 
(10.11) 所規定的曲綫的夕[^爭 { li 相平 
面上表示出來以後，系統的特性 k 很荷楚了， 
相平制的道樣一些性質的應州是 f - 罈笮《学哼 
論的基本方法之一.這種方法稱爲非綫性力學 

• •琴 _ , ■ 
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' ^了土以前的一些槪念改用相平面的方法來表示，我們擧一個例子:考慮一個沒有 
驅動函數的二嗬綫性系統 

Si + 2C + 1/ - 0 # (10.12) 

dt 2 dt 


只要把時間的量度單位適當地加以選擇就可以使方程中的自然頻率叫等於1 ， M 
而就得出方程 （10.1 2 ), c 當然就是系統 的咀尼 與臨界阻尼的比値. 澍於振 m 的情形來 
說， | Cj < l 可以把方程 (10.1 2 ) 改寫成 


dy 

dt 


-2 Cy 


dy 

dt 




因此，我們就得到相當於方稃的 方程: 


(10.13) 


上 J—2C—K ( 10 . 14 ) 

dy y y 

根據方稃 （10.14), 不難看出，曲綫科率必 / d ? /只在從相平面的原點出發的毎一條射綫 
上是相同的常數.圖 l ( U 2 到 10.16 所畫的是五種不同的運動類？ S , 它們分別相當於 




磬閉 J_J\ Stocker r ^Nonlinear Vibrations in Mechanical and Electrioal Systems' r , New 
York ( 1 W 0 )， （戕文譯本 [46] 或 [l]). 
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C < 一 1, —1< C <0, C - o , 0<(<1以及1<(.圖 和圖 mifl 是非振盪 
的情形.圖 10.13 到 10 J 5 都迠振盪的情形，圖 mu 足眞正的簡諧振盈. 

在以上所贳的道些圖襄，相平面的原點 相當 於平衡 
狀態，因爲在這一點 djj / dt^u #/办都等於零.用數學 
l<t 的術語來說 > 原點是方辟 .(10.13) 的奇點 . 然而，在 C < 0, 

C = o 和 C > ci 這三種不同的情形下，年衡狀態的特性 
是十分不同的.圖 10.12 和圖 10 J 3 表明，當 C < 0時, 

系統的運動曲棧總是從平衡狀態發散出去的.所以，原 
點是一個不穩定的平衡點 ， M 10.15 和圖 UU 6 表明，當 
C >0 時，系統的運動曲綫總足收斂到平衡狀態上來的, 
所以原點就是一個穩定的平衡點.邛數學的術語來說， 
在圖 10.12 和圖 10.16 中，河爲原點是所有運動曲綫都要 
圖1113和圖 10.15 的原點恶螺綫的中心，這峙，它被稱爲 

在圖10,14的特殊情形中 ， C = 0,運動曲綫總是把原點包圍在內部，這時，原點就^爲<中 

■ 

心點. 



® 10,16 

經過的，所以稱爲結點. 


如果二哨系統的基本方程有一個常數驅動項，也就足說 




(10.15) 


這裏的 C 是一個常數，這時也就有 


心 — ^ + 2f + (况―以“ 


di z 


dt 


因此，相平面上的運勤曲綫和圖 1CM2 到圖 10.16 所逯的完全相似，只不過把平衡點 改总 
v 軸上的 y = c 點就足了. 

10*6 後性開關 

在以下的討論中，爲了簡化繼電器的開關問題的討論，我們假設繼電器只能冇兩植狀 
態：單位大小的正轍出和單位大小的負轍出，沒有輸出等於零的情形，不難瞭解，輸出總 
是眾 位大小的假設並不會限制問題的普遍性. 


在討論最優閲關問題之前，我們先來考虛比較簡單的攀毕睜明的情形，所謂 “棧性 開 
關”，就是：繼電器所產生的轍出驅動函數 （的大 小總是^/|&二1,而且3個踰出的 
符號與叼+时的符號相同.在這裏討論綫性開關的目的就是想籍此說明開闞問題的 
一些特點. 

在弗呂格-羅茨 (L Fliigge - Lotz ) 的論文 1 似及弗 g 格-羅茨與克羅特婿 （ K . Klotter ) 
合著的論文中都分析過冇綫性開關的繼電器的伺服系統的運狀態，以下的討論就是 
他們在定性方面的研究結果的簡單總結. 

這兩位作者所研 究過的 系統的微分方程是 


1) I. Fliigge-Lotz, ZAMM, Z&— 27, 97 — 1U (1947). 

2) I_ Flugge-Lotz and K. Klctter, ZAMM y Z9, 317—337 (1948) P 
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^ (ay + by ) 0<(< 1. (10.16) 


當驅動 菡數是 +1 時，那末，相毕面上的一條扣當的運動曲綫弧就稱爲一個平学(簡寫爲 
P ), 反■之，當驅動函數是 一1 時，扣當的一條運動曲綫弧就稱爲一個參•簡•寫爲 W ). 
所有的正弧的總體稱爲平吊够，所有負弧的總體稱鴆$手尊. ® 據我•們•對方稃 ( 111 5) 
的討論，已鏗知迸，方程 (1 Ui 1 S > 的正系統是由收斂的螺綫|^紺成的，這些蝋綫的焦點部是 


沒=十1, ^ = 0;方稃的 負系統 也是由收斂的螺綫所紐成的，這些螺綫的热點郤 
是 y — 1， 6=0. 我們當然希望系統的最終狀態就是原點 ， y 

按照方程 （10.16) 右端 的開鼷函數中 a 與6的 
符號.可以規定四種情形. 

我們把的情形稱爲箏了 
這時，睜琴 邮+ H = 。是一條經 + S + 相 W 的 
原點而 iksk 在第二象限和第四象限内的直綫 • 

在這條直綫的石方叫+时是正數.所以，那裏是 
一個正系統的區域.在這條直綫的左方，叫+岵 
是負數，所以，是一個負系統的區域.在這條開關 
棧上，正系統和負系統連接起來，而且，運動曲綫的 
mn (即正弧奥負弧的運接點）也發生在這條綫上 
(圖 KU 7 ). 存在周期解的條件就是：存在一個正 
弧，這個正弧與開關綫的兩個交點與原點距離相等. 



一個正弧，那末，根據對稱性，在開關曲綫的另一方也必然有一個連結這雨個交點的負1 
闶此，這兩侗弧就組成一條相平面上的閉合曲綫.用非綫性力學的術語來說，這種周期解 
就稱爲寧準寧 • 狂以下的討論中我們就會看到，在所考慮的情形中確實可以發生周期解. 

不 - ii ，總會有一個正弧和一個負弧與開關曲綫相切，設這兩個切點分別是 S P 和 
S」v (圖 10.1 S ). 而且，設這兩個弧與開關曲綫的另外的交點分別是尺 p 和/ 心與^ 


對於原點是對稱的 • 心與如也是這樣的 * 先假設 Cw 和6之間的關係，使 得仏點 
在 心綫 段之外（就像阏 10.1S 的情形）.道時，如果某一個解在開關曲綫上的起點與 
SpSn 綫段足够接近，那太，經過這個點的運動曲綫必然在開關曲棧的左方或右方離開開 
關曲棧，不再與開關曲綫相交，.至於在哪一方離開開關綫就要由起點的位來確定.譬 
如說，起點在知與心之間，那末，經過這個點的運動曲綫就在開關曲綫的右方離閛開關 
饯.我們也可以證明，如果開關綫右方的正弧與問關曲綫相交於兩點，那末，這個弧的絡 
點 {第二 個交點)到原點的距離小於起點（第一個交點>到原點的距離.因此，永遠不可能 
滿/足有周期解的條件.所以，系統的運動曲棧永遠是圍繞某一個焦點的蝾綫，因此，最終 
狀態不可能晶 相苧面 的原點. 


但是，如果心.和心都在&綫段上(圖 10.19), 就存 fr : —個周期解.理由是這 
溁的：裉璩我 們的假 設,:小:弧 RpS F 的起點到原點的距離小於終點到原點的距離. 
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但是， 把圖 10.15 的收斂蟝綫的焦點槛原點移到+1點(相當於正弧)和一 1點(扣當於负 
弧)的手賴對於離原點很遠的部分影#非常小.所以，如果一個正弧在開關綫上的起點離 
原點非常遠，那未，這個弧在開關棧上的終點與原點的距離就比較 近一呰 (這是螺棧的性 
質).因此，這種弧與心 Sp 弧的性質剛好相反.因爲曲綫之間的變化是連續的， 1 所以，一 



定有一個中間狀態的芷弧，這個正弧的起點和終點與原點的距離扣等.這就是存在周期 
解的條件.圖 <10.19) 中所菁的閉合曲綫就是這個周期解.事實上，已經作過的數舉分祈 
不但證明了上述的事實,而且還進一步證明：這個调期鮮只是唯一的，而更重要的是，這 
個解還 是攀寧 f 窣巧，具體地說：所有初始點在這個閉合曲棧外面的解，最後都趨近於 
這個周期“;.淪云 士始 點在這個閉合曲綫內部而在閉曲綫包圍的區域 
(也就是圖 10.19 的陰影區域）之外的解，最後也趨近於道個周期解 • 初始點在閉曲綫 
R F S P R N S lW R P 內部的運動曲綫最後總是趨近於某一個焦點，也還是沒有趨近於原點的可 


能性. 

;;«1官苹就是 &> t > 而 6 C 0 的情形.這時，開關曲綫呵+⑽= 0經過第一象 
限和杂全 if 正系統和負系統與前一種情形是一樣的.在這種情形中不可能有周期 
解.丑和 S 』 v 的定義也與以前相同 • 這些點和原點在関關綫上的位置的順序是 
E Pt S Pt O t S Nt R n \U 10,20所畫的就是這種情形.在 S P S N 綫段上有一種新的現象:我 
們來考慮一個在芯點與這個綫段相交的解（五點是 S P S N 上某一點） • 假設這個斛與開 
關綫的相互位聶就像圖 10.20 所畫的那樣，那末，這個解在點將會怎樣呢？旣然 H 
在開關棧上，照道理講，到達五點以後，表示系統蓮動狀態的動點就應該沿一惘負弧前 


進.伹是，從£：點開姶的負弧又會使動點再回到原來的半平面 〈也就 是到達 K 點以前所 


在的半平面>」亦，可是，在這個半平面上叼+时>0,解只能由正弧組成，所以，到達£： 
點以後，動點不可能再沿負弧前進;另一方面，動點到逄瓦點以後也一定不能再繼續沿芷 
弧前進，因爲 K 有剛剛走過的路綫是經過芯點的唯一的正弧_因此，我們可以說，瓦點 
以後的解是不存在的，或者說，解在 [點垮 止.任何一個從心知棧段的外部阳始的解, 
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r S P 


+1 


綫段怊炎之前總是旋博地逐漸接近原點.最後，如果這個 m 與心心扣 
交，它就趨近於十1;如果，與 S N Jl N 相交，它就趨近於一 1 點； 如果這個解最後與 s F s N 
和交，就會發生古 m 的“終止”現象.在"終 o / 

|卜.”的情況下，系統的“位11”和“速度”都固定 R r /- ay^o 

不變，這當然是不合情理.的事悄. __ y <\ 

其贾，柘眞 w 情況中，系統的運動狀態是 \ 

不可能“終止”的，它總是耍在時間過程中進 / -1 ))\ ff $ ^i I ^ 

行的. 得出上述的荒謬結眾的理由也是可以 [ ^It ~ 7^ 

解釋的：因爲實際的開關動作總是有時滯的， \ y \\^^/ 

所以，一個解與開關綫相交時驅動函數並不 ^ y % 

立别改變符號，所以解還耍繼續前進一段時 / 

間，這一段繼續前進的時間中驅動®馼還 @ 10,20 

保讨原來的符號.在第一種情形中，因爲這樣一個時滯不很大>所以對系統的基本運動狀 
態沒有什麼澎響，但足，在現在的情形中 t 時滯就可以使系統的解避免發生“終止”現象.現 
在我們來駔察一個到達“終止點”的解.由於時滯的綠故，解不再在這一點終 〖 h ， 而要黻續 
前進某一 段距離 ，然後才發生開關謝 乍肩關 動作就使解在 柑平缸 上畫出一個 ㉟ ，，伹是， 
在隅灼上解 還丛存 在的.從這個隅角出發，解义在相反的方向上越過開關綫^越過開 
關綫一個短的距離以後，又化相平面上盡出另一個隅角，以後的過程也是類似的,就像阏 

. ] 0.21 所軎的那樣.從這個圖也可以看到，這 

；' ^^务 0 ® 後朝:使得氣統， t±r 

區域，最後，解就趨近於某一個焦點. 
-1 0 J^r +i 所@ j 射帶可以消1 衆解的終 i 現I，伹見系 

- ~ Jx \\ ^ 統的運動狀態還是不能令人滿意的肩爲，解 

* 還赴不能最後到達原點. 

在寧字學序取中， a < 0,而& > 0.這 

/ 種情形 A 是通過柑半面的第一象限 

同和第三象限的，但是，現在的 7 H 系統 Yl 別關棧 
的左方，負系統 fr: 閒關綫的右方.（這與第二榨情形恰好相 反). 花這横情形中，總是存仵 
一個穩定的周期解(或者說是一個穩定的極限環 K 阔 10.22), 而且，這個周期解就决定了 
所冇的情况，闶爲，所有其他的解最後郡趨近於這個周期解.所以，在這禪情形裏,還足不 
能便系統達到扣平面的原點. 

同時&<0的情形.這種情形的開 ffl 綫 餌第一 種情形相同， 
而 TF^k 和分佈狀態與笫三嵇情形相同 ，可以證明，花這種情形中不可能有周期解， 
如果，開關動作沒有時滯，那末，綫段 （圖 10 . 23 ) 就是由終|卜點虮成的.如果，從 
綫段上每一 K 出發向後（也就是在時間減小的方向上）描畫解的圖綫，就可以看到 
這些曲綫蓋滿了全平面，這也就是說，所也的解都“終止”在開關綫的 s P s N 綫段上. 




罔 10,21 




126 


工 程 控制詭 


10.7 


仉是， 這裏也和第二種情形一樣,時滯的存在就使情况大不 ffl 同了.當解還沒有到违 
SA 綫段的時候 . 時滯並沒有什麽重耍 作用; 但是，常解到達 S r S >: 綫段時，時滯就钯解 
不再終而能使解越過開關綫一段不大的距離.然而，畫出一個隅角，接着又越過開關 
綫.又作出另一個隅角，以後還是這樣繼續下去.從圖10^3可以看出，這種鋸齒狀的運 

動就使系統的運動狀態趨近於原點，最後，系統就在原點附近作頻率萵振幅小的振動.時 
滯越小，振動的頻率就越高.這種狀態就稱爲繼電器伺服 I 系統的顫裒， 




這樣一來，我們就看出，討論過的四種情形中， K 有第四種情形能使系統趨於所希閱 
的半衡狀遽，伹是，即使如此，系統還是在半種 f 狀谣附近顫褽， 

以上就是弗呂格-羅灰和克羅特爾的理論分析的介紹，從這個介龆裏> 就可以卷 出綫 
性開關的缺點，同時也就會知道，使伺 服系統 具有最 優運轉 狀態的举擎晖一定不會 
是綫性開關函數.以下各節的討扁就可以使我們更淸楚地瞭解這方 
10-7 最優開關函數 


如果一個二階持系統的驅動函戤的大小總 I 是一，那這個系統的方程就可以寫成 


di 


dy 

dt 



+ g{y, v) - ^>(y» v)^ 



(10,17) 


其中 < f ( y t y ) 是一個不連續的函數，它 只能取 +〗和一 > 這兩個函數値.這時，就可以据 
出這樣一個最優開關問題:要求找出一恫 闽數 幻，使得方程 （10.17) 的經過相半吡 h 


任何一黠 p 的解都能經過原點0,而庄，沿着這條經過 y 的解的路綫，從 p 變®到所需 
要的時間對於免來說是極小的，也就是說，任何一個其他的函數沪都不能使這個時間吏 fe: 
一些.這樣求出函數 Wi/j) 就是這個特殊問題“最優開關函數' 這個特別的開 關叫題 
曾經被布紹 （D. W. Bushaw) 研究過'而且^對於〆 A 幻的綫 性的特殊情形= 
m + y(C 站托何 过数) ，他給出了完全的 解答' 然而，布紹所用的數學方法非常愎雜. 


1) W, Eushaw, Experimental Towing Tank，Stevens Institute of Technology Report 469j 
Hoboken, N + J. L953. 

2) S 閱 [44, 47, 4S] ， 乜可以螯閲 [5] fr 
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而且很難推廣到其他的情形巾去，所以，在以下的討論中，我們 A 限於說明他所得的結果. 


u 耍是連續函數，那末，布紹所提 m 的军哥降 寧的槪 念就是一個很苻用的普 
逼槪念.所謂續释就是相平而上的運動曲綫，旣然‘ <p(v/v) 只能取+1和 一1 兩個値， 
所以一個路綫由正弧和負弧組成的.在時間增加的過程中，當驅動函數從+1變爲 
- 1時，路綫就由一個正弧轉到一個負弧上去，這兩 
僩弧 的交點就稱爲一個孕鲁 ㉟ 斧*類似地，相當於 
關 K 數從 一1 變到+‘1 點就稱爲导年崢，. 

如果一條路棧在 W 軸的上方不 包含負 
V 軸的下方不包含正負隅角，那末，這條路綫就稱爲 
jEwmm . 正則路棧的重要性在於:學 个印哮〈所用 

極小値的路綫 ) 一定是 k 也就 
是說 , 如果從 P 點出發給定一條不是正則的路綫 I 固 10 .24 

那末 > 總可以找到一條從 P 出發的正則路綫，經過這條路綫所用的時間比經過 △ 所用 的時 
間短 _ 這是很容易證明的，臂如說，一條路綫在 W 軸上方存一偭負正隅角 2 >,就像圖 
10. 24 所畫的那樣，用 # 表示路綫在 /> 點以前的最後一個隅角成者路綫與 2/ 軸的交點， 
這兩個點中哪一點離 p 比較近，就規定 〆 是那一點 . 在 ^ 點以後的相當點用，表示 . 
從 〆 點出發向前晝一條路綫，再從，點出發向後晝一條負路綫，這兩條路綫相交於 




點.根據基本方程(10.17>我們 就有： 

dy 一 g ( y ， i ) + 9>( y r y ) 

dy y 


( 10 , 18 ) 


因此，在相平面上的任何一點正路綫的斜率的代數値總是大於負路綫的斜率的代數値. 
所以 t 路棧之間的幾何形式就是圖10. 24 所晝的邢種情形.如果我們把給定的路綫 
* p ， pp n 改爲 p »" ，那末，路棧在軸上方的負正隅角於就被消除棹 r ,因而也就變成正 
m 路綫.如果我們用奴?^即〃）表示從 〆 經過 p 到，所用的時間，用 t ( p f p ff y f ) 表示經 
過正則路綫 w ' p " 所用的時間，那末 


HpW ) 






dy 

y 

y 

dy 

r ^¥ 


佴是,對於任何一個固定的 2 /値來說, IE 則路綫上的没値總是大於原來的路棧 (PW，） 上- 
的6値「因而， t(p l p fff p l, )<t(p t pp r, ). 所以，正則路綫比非正則路綫“®' 

怍爲應用最優開關函數理論的一個簡單例子，我們取扒仏幻=於是，方程組 
<10 J 7) 變爲 


dy ^ 

dt 

dy 

dt 


=Pt 

= —Cv + 9(Vi6)- 


(10.19) 


路棧弧的正系統和钤系統當然與 C 値 ff 關；但是，巾於方稈十不明顯迚含 L 
所以，弧的系統所包含的弧都是沿办铀//向移動而彳【1出的平行曲較.在圓 ]0.25 屮，對 
於 c m ^ M 吋能的情形，薛出 r 通過原點的一個典型的正弧相一個典型的 a 弧. c < 0 
的情形與其餘兩種情形不同，如果要求最後到逹原點，那宋々的初始値就必須扣一 i / c 與 
+ 1/ C 之間.所以，對於這種情彤來說，當分的初始値在所說的筂圍內的時候，敖優 
開關 HbM 才冇葸 a . 



之 <0 卜 0 0<i 


^ 10.25 

我們用 r 表示經過原 點的亦 路綫在 y 軸下方的那一部分，用 r - 表示 r 對原點的“反 
射” (對 稱曲綫）.所以，「-就是經過原點的負路棧在?/軸上方的部分. r 和卜組成一 
個曲綫 c . 如果在某一條曲綫的上方開關函數 ㈣ 取 一1 値，在這條曲綫的下方，開 

關函數史0/,幻取+1値，這條曲棧就稱爲明明明琴；布紹證明，上述的曲棧 c 就迠戢優 
開關曲綫.圖10. 26 所畫的就是這種情形.‘的物理過程是這:樣 的：從 c 上力的任 
何一點 p 開始，驅動函數的値是一I,系統的運動狀態就沿着一個 ft 弧到迮開關曲綫 c. 
這時驅動函數的値就變爲+1，然後，系統就沿着 C 最後達到原點. 如果 初始點 pffiC 的 
下方.驅動函數的値是+1於垦_系統就沿着一個正弧到達開闆曲綫 C 在開關綫上, 
驅動函數的&錢爲 一1, 然後系統就沿若 c 達到原皆， 
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gj 10.27 

從以下的說明屮，就可以看到布紹所解出的最優開關曲綫娃正確的_首先，我們都知 
道，爲了達到原點，路綫的最後一邡分必須是 C, 闶爲只有 C 是通過原 K 的路綫 • 假定初 
始點在 C 的上方，按照布紹的結果，最優路綫的第一部分是一個從 p 到 c 的負弧，铅二部 
分就娃沿着 C 到達原點的路棧，這也就是圖 im(a) 中包含虛棧部分的路綫.如果開 
測動作開始得太早,在到達 C 之前就會有一個負正隅角.爲了到達原點，我們還必頌使開 
關動作再進行一次，因而也就要再作出一個芷負隅角.如果這個開關動作在V點發生，這 
時；還是負數，這就使路棧不能滿足正則路綫的條件.因此，在這條變化了的路棧上所用 
的時間一定比最©路綫畏.如果正負隅角在點，這時々是正數，然而，沿這條路棧到 
達原點所邛的時間還要更長一些，因爲在這條路綫中還更多包含了一條花費時間的閉路 
綫.這樣我們就可以看出：過早的開關動作是不利的.圖10.27(&)表示的是開關動作過 
遲發生的情形.旣然和 v ” V ftt 這雨條路綫是平行的，經過這兩條路綫的所用時間也 
應該娃一樣畏的，所以，從圖10.27(&)來看，過遲發生開闊動作也是有害的 * 圖 10.27(c) 
所表示的乂 是劣一 種情形，這時，路綫的第一部分就是一個正弧而不是負弧.可是，從圖 
形上就能明顯地希出，這個情形也比最優路綫的情形壞.以上的各種考慮表明，遝取正則 
路棧爲最優路棧的作法 &TH 確的， 

10,8二階綫性系統的最滠開關曲箱 
布鞀把 £；( 仏 = 2 C 々 + y ( C 可以是任意 實數） 的 
二階綫性系統的最優開關曲棧具體地確定出來，在這 
裏，我們只敍述他的結果而不加以證明；但是，從上一節 
關於簡單情形的討論來看，所要介紹的結果的一般性質 
也是不雞理解的.對於這個 giv . y ) 來說，正异統和負 
系統耽足把圖 10-12 到圖 10.1(5 中的原點分別移到 （ + 1, 

0 ) 點和（一 1，0 ) 點所得到的兩族曲綫， 

和上 一節的簡單情形最相像的就是的情形， 画 irm 

開關曲綫是由一條從相平面上的無限遠處到原點的正弧和一條從無限遠處到原點的負弧 
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铕成的.和上一節一樣.在 C 的上方，開關函數沪的値是一 1:在 C 的下方，掌的値是 
+ 1. 如杲初始點 ff : C 的上方，©優路綫就迠像圖 10.2 S 所畫的邢樣. 

當 C < — 1時，也和上一節的鲔喂情形一樣， R 釘當初始點在扣平面的一個有限的區 
域之內時，系統才能最後到達原點；這是因爲當沒冇驅動函數免的時候，系統赴+穩定的 
綠故.布紹證明：這個區域的邊界是甶兩個弧組成的：一個弧是從（+1， 0) 點到（一1， 0) 



點的正弧,另一個弧是從 <一1， 點到 （ + 1 , 0) 點的負 
弧.圖 ia 29 所畫的就是這種愦形.只有當初始點花 
這個區域內的時候，開關問題才有意義.最優開關曲 
綫 C 是由一條走向原點的正弧和一條走向原點 的&弧 
机成的.在 C 的上方，開關函數史等於 一1, 在 C 的 K 
方，沪等於 +1. 圖 10. 29 畫出了一條初始 KP 在 C 上 
方的最優路綫. 

當 C = 0時，正系統和 ft 系統分別是以（ + 1， 0) 
點和（一 1, 0) 點鴆屮心的無限多個圓.最匮開關曲 
綫 C 是一系列半徑是一的半圓弧（圖 HU 0), 遠一系列 


半圓從原點出發沿着?/軸向左右兩個方向無限地伸延出去.在 y 是正數的部分,這些半 
圓都在左軸的下方;在发是負數的部分，道些半圓都在 V 軸的上方.在 C 的上方，開關函 
數炉等於 一 I ，在 C 的下方，沪等於 +1. 從圖10. 3 0屮所 畫的耶 樣一個 P 點出發，路棧的 
第一部分是一個饩弧，負弧當然就迠一個以（一 1，點爲心的圓弧，當路綫與0在《點 
相交的時候，路綫就變成一個正弧，正弧就是一個以 （ +1， 0) 點爲心的圆弧 • 然後，路綫 
又在6點與 c 相交，於娃路綫又在&點變爲負弧，接着，又在下一偭交點處變爲正弧， m 後 
的過程也是類似的 • 路綫與 C 的最後一個变點是 A 從 rf 點開始，系統就沿着 (7 到達原 
點.這樣一個閒關動作的過程就比 c >1的情形復雜得多了. 


0< C <1 的情形，也 




就是收斂螺綫的情形比以上 
的情形還要困難一些 * 對於 
這種情形，布紹證明最®開 
關曲綫的畫法是這樣的：我 
們先從原點開始沿着時間的 
反方向書一條正螺綫.從原 
點到這條螺綫與!/軸的第一 
個交點之間的蝶綫弧就是 c 
的第一個弧（圖 10*31). 旣 

然，每一個？/軸上方的螺綫 





弧都與2/軸相交於兩點，我 m 10-30 

們就吖以把每-個弧對於它的右邊的交點的反射圖形萤 出來， 這樣就得出一系列 K 反射 
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的螺綫弧.最後，我們苒把這些弧平 行於， 軸移動，使它們按照次序泞尾相接地排则成办 
蚰下而的一條連絹曲綫，這條曲棧從原點閲始向2/軸右方無限地延展下去.這就是最® 
開關曲綫的疋半部分；把這條此棧對於原點的反射圆形就是最®開關曲綫的負半部分， 
同樣，在這條開阁曲綫 C 的上方開關刹數 P 等於 一1; 在 C 的下方， fP 等於+1 ( 圖 11)^1), 
這個情形和圖10. 3 0所晝的 C = 0的情形是十分類似的，唯一的區別就娃把 TIffl 弧換成 
了螺綫弧. 



g 10.31 


最後一種情形就是發散螺綫的情形，這時 一 1 < C < 0,最優開關 [ ii ! 綫的作法基本 
上和前一種情形芫全相同，不過這裏的一系列螺綫弧是越叫外越小的 ，和前 一種情形中越 
句外越大的情况恰好 柑反. 雖然蝶綫弧的侗數是無限多的，伹是開關曲綫所佔據的範圍 
却是冑限的，正像圖10. 32 所贵的刷 I 它的寬度只是花 zv 軸上的（一 ao > 點到 （+〜 o ) 之 
問，事寊當然也應該就是這樣的；因爲這裏的既尼是负的，正像圖 10.29 的情形一樣 ， R 
仔當初始點在原點附近的某一個有限的範阖之内時，路綫才能够最後到達原點.這®的 
邊界是 FtJ —條從(十 10) 到 HU ) 的_正弧和一條從(一 a T 0) 到（十 a ， o ) 的負弧机成的.在 
阳 關曲綫 （; 的上方的相平面部分最逼開關®數免取一』値，在 C 下方， y 取+1値， 

在岡 10.32 和阔 10.29 的情形巾，吋能有最優開關狀態的初始値的範圓都是冇限的, 
而 II 這個範闓是由閉合的邊界曲淺所限定的，很顯然.這兩僴閉曲綫都是在4 = tj 發生開 
關動作的極限環.毎一個都表示 ffl 當的繼電器伺吸系統的一個周期解，伹是，也可以叨 
顯地 靑山：這樣的周期解是不穩定的:最微小的一點擾動都會使得系統的運動曲綫離開這 
個周期解，一■或者趨近於原點，或 游無 限地發散出±.闪此，實際上是不可能有周沏解 
的. 

在以上的最優開關問題的各種情形的解裏，我們看出一個共同的性質：在所7〗情形 
中，最®開關函數炉在相平面的第一象限裏總是取 一1 値，在第三象限 S 總駐取+1値, 
把方裎（10.1£>)寫成下列形狀， 


dt 1 


= -2 C 


dy 

dt 


-V + 9 



dy \ 

w • • I I 

dt/ 
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從這侗方程就可以很容易看出上述共同性質的原因.我們的設訃目的就足耍求花®可能 
短的時間內使系統回到0的狀態（或 t 軸)上去，當和办 / di 都是正數的诗候，爲 



應該是〜丄當 i/ 和办/说都是負數的時候， t^ /心 2 就臁該是一個儘可能大的.正數 ，所 
以免應該屋 +1. 這樣一個直觀的推理與關於最優開關函數的嚴密結果是一致的， 當 V 
與 dy/dt 的符號不相同時，最礙開關函數穿的値耽不能這樣簡單地確定出來了，因爲 S 時 
系統囘到 * 軸的速度與2/和 A 之間的複雜的交互作用有關；布貂的貢獻就在於把 最優開 
關函數炉在這一部分(相平面的第二象限和第四象限）也確定出來了.伹是，從這個討論 
我們可以肯定，最優開關如綫 C 一定在第二象限和第四象限裏. 

對於階數更高的系統以及破控制變數的個數大於一的系統來說，就不能再用相平 m 
來衷示運動狀態了，對於這些情形，我們就必須用多維的相空間來表示運動狀態，利用興 
以上的討論柑類似的辧法，我們相信，對於這些比較複雜的系統的最優開關問題也可以找 
到相空間中的跃優開關曲面從而他問題得到解决，费特 (G. IL Fett> 和康 (()• L Kung) 

對這個問題作過些初步的嘗試 ' 對於高階系統而言，描述系統的微分方程的特徵根是 R 
數的情形，求最礙開關 tiim 的間 題已經 由蘇聯學者费爾德包 姆^^ W A，ct>ejii 5 ^ayr.) 
等解决了.至於方程的特散根之中包含虛根的情形，求 最漫開 關曲面的問題 G 前尙木解 

决. 


1) C, L, Kang and G* H* Fett, J. AppL Phys 9} 24 , 33 — 41 (1953)* 
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109多方式的控制作用 

常 m 電器的開關動作使系統達到相平面的原點以後，系統的情况將會怎樣呢？很明 
顯，如果系純 ® 達原點以後,驅動函數盈保持系統到達原點以前的數値，那末，吊統 就會又 
離開所盂耍的平衙狀照原點）;當系統义離開這個狀篚以後，設計好的開 M 動作就會起作 
用，又把系統“拉_®原點，然後乂重複這樣的運動.所以，繼電器伺服系統的工作狀態就 
是:酋先，從被摄動以後的位置很快地阅到原點;然後，就在原點附近作高頻率的扳動，這 
種振動就是顫震運動(銮看第 10.6 節）. 



阖 1( U 3 


如果離開平衡狀態(原點)的微小偏差在所考慮的問題中是可以容許的.邢米，只耍在 
離原點足够近<也就是 y 和々 巳毹小到可以忽略棹的程度)時把驅動函數$除棹，就可以 
避免原點附近的顫嫫，如果採取這個作法，系統的控制作川就有兩種方式:當偏差大的時 
候,繼電器的開關動作與繼電器的輸出都起反饋捽制作用； 當偏差足够小的時候 ，系統的 
這稱 K 鲼輸入就被開斷了，在以後各章裏，我們還會看到伺服系統的這穐，作 

f 的必要性， . 

^ W 爲最®開關曲綫通常不是 K 綫，所以不能用簡單的綫性電路來控削繼電器的開關 
動作.事實上，從蝓出 v ( t ) 測 ft 出來的數擄必須要被一個由非綫性裝置作成的 
f 加以“改造' 這個訃算機能够根據最優開關曲綫發出操縱繼電器的開關信號/ mtm 
還應該有一個學寧寧；當系統的偏差離開靜止狀態或者原點很小的時候，開斷計 
算機就把繼電器的 k 出從 K 統上開斷，所以，這樣一個繼電器伺服系統的 方塊圖 就是圖 
10+33\在以後各章屮所討論的更複雜的控制系統中，訃算機常常是重要的紕成热分. 
其實，從基本槪念上來看，這並不是什麼新的方法;®如說，爲了改#系統的傳遞 闽數而 在 
普通的伺服系統中採用的補償電路實質上也是一個計算機.當然，在這些比較簡 單的控 
制系統裏，執行訃算作用的 H 是一個綫性電路(例如，電见電容電路)而 E , 住第 十三章 
裏，我們還要更廣泛地討論關於計算機的問題， 


1) 關於非拷性 反鋩可 以麥閱[功，0】. 



第十一章 

非綫性系統 


I 


系統的轍入是愉出屋扒 0. 如果輸入變爲屋任何一個常數)時，輸出 
不成比例地變爲叫⑴（也就是說，輸出弭轍入不成比例），這個系統就是_寧唯: f 噢+繼 
電器伺服系統就垃非綫性.系統的一個簡眾的例子.在第六章裏，我們曾經土把任 
何一個非綫性伺服系統加以綫性化的普遍方法 >具體池說，也就是把非綫性系統作成揾谥 
控制伺服系統，從而使.系統的運動性能輿棧 性系統 相像.&上一章中，我們又提出丫 一個 
分柝包含有非綫性的頻率遲鈍機構的伺服系統的方法.這些設計非棧性词 服系統 的方法 
對於很大一批實際的非綫性工程問題都能適用，而且對於處理普通的-系統的綜合問題來 
說也屋很够用的了. 

從另一方面來看，正像上一章的最後幾節所表示的那樣，最充分地利用系統的非綫性 
性質來改善系統的運轉性能的冏題，通常要比 P 、 考慮穩定性的設計問題難得多.毕實 
上，對於這個問題的研究還只是剛剛開始，而且還沒有什麼重大的成就.所以，我們&不 
可能在這裏給出一個能够處理一般的非棧性伺服系統的完善方法.旣然在目前不可能鞞 
遍地解决非綫性系統的分析問題，對待實際發4的弗綫性問題採取一種不同的現實態度 
許倒是更明智的：我們不 W 先假定已經有了一個已知的非綫性系統，然後直接 i 分祈记 
個系統的運動性能，相反地，我們先把系統的運轉性能規定下來，然後，再來確定所需要的 
非綫性性質.我們將要在第十四章裏討論這種方法.現在這一章的範圍娃很有限的，戕 
們 K 來說明有 H 的地利用沖綫性系統的特性的一些可能性. 

11.1 有非綫性反饋的繼電器周服系統 

如吳我們 P、 限於考盧離開平衡狀態的@差很小的情I那末，在第 】 o s 節中，布紹對 
於檻電器伺服1 系統的最優開關曲綫所得出的結果，就可以大爲簡化.從那一節的討論中 
可以看出，在原點附近，最優開關曲綫 (; 可以近似地表示成 

■ ^\ y \ - 一如 • ( 11 - 1 ) 

這個結果表明，如果採用方粹所表示的非綫性開關曲綫就可以使系統的運轉性能 
比用綫性開關曲棧（第 10.6 節） 的系統好，如果$是輸入， v 是輸出，那末，方程就 

應該 W 應地改爲 9 

<^\/\^\=- x - y (11-2) 

或 

sgn(x — y)s/\x — y \ — ay, (1U> 

其中 常數， 

採用方码 (11-2) 的開關條件的繼葷器伺服系統的方塊圖就是圖 il l 的那穐情形， S 
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甲 




種用 A M 作反饋信號的方法是烏特萊 (A. M. Uttley) 和哈芒德 H. Hammond) 
二人爲改進簡單的繼電器伺服系統的性能而建議的\這裏，我們只要农訃算機能產生 
IW 佞號，所以，這個計算機可以是相當簡單的，方程 (n.3) 所表示的柑當的開關條件 
可以根據反饋信號 aj 和反饋信號叹 n (: r — y ) 來執行.闶爲0 — 2/是誤差， 
所以八 giUw —W 就稱爲誤差符號誤差絕對値毕方根，簡稱爲 SERME (這 
是誤差符號誤差絕對値平方根的英文名稱 sign error root-modulus error 的縮 寫）； 這 

® 控制系統也就稱爲睜孛帶苹舉荸 筚寧筚 f 字毕手碑或 SEHME 李豕 囫 11，1 S 就屋 

這個系統的方塊圖.這個系統是威 ( j . a west ) 
所建議的\ 

這些有非綫性反饋的繼電器伺服系統雖然都是比較簡單的，可是，還是無法加以嚴密 
的分析，其實，我們闕於這些系_優點所作的論述是相當含混的，並不是一個很完整很 
確切的論證；因此,利用這些方法設計出來的每一個個別的系統都必須經過試驗才能最後 
確定. 

U .2 弱非綫性系統 

現在，我們所考慮的 n 階系統不是方程（2. 1 2 3 )所表示的那種綫性系統，而是一個有一 
些區別的非綫性系統，假定系統的微分方程是： 


1) A, M 4 Uttley t P. II- Hammond, “Automatic and Manual Cgntrol% p. 2SS t ( 這俩： i 集的編 
者是 A- Tustin), Biuterworth & Co. Ltd., London (1 卟 2) ，（戢文 _ 本 [40】）_ 

2) J. C, Woat, “Automatic and Manual Control” （ S 個文 ® 的_者是九 Tustin), Butterworth 

& Co. Ltd,, London G9S2> ， ( 牴 文譯本 [40 】 , 第 296 頁）， 



1 36 


工 H 制 論 


1\：2 


CU 


d n y 

dt n 


+ U H- 1 


d n -hj_ 

rfr - 1 




■ ■» 
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dy 

Jt 


H - d 0 y 


4 - Mf 



( Jj / 

di 



x ( t ) 


(11,4) 


其中的各彳 si 系數 《 ■和#都是常數，邮）是輸入， wo 是輸出，/是它的自變奴的 -^-)m 
性函數.方稃 （11.4) 的左端的前一部 分足一 個與方程 (2 S ) 的左踹和同的綫性微分 MP : 
- r , 系統的全部非棧性性質都足由方裎左端的後一部分 〆 所表示的.我們當然可以假定 
方程 （ iu ) 的變 sa 已經是一個無量綱的時間變數了，所以，各個系數 和# 的] i 辆邵 A 

相同的 • 所謂舉 f 寧华，也就是說，#比各個系數“都小得多. 

對於這種 ; 弱>非+綫 4 性”的情形，我們就可以設法把方程的解形式地 寫成# 的幕級數的 

疣子： 

v ( t ) = y ^( t ) + + ^ Y 2 } ( t ) + -% (11.5) 

把方程 （11.5) 代入方程 （ in ), 然後，再讓方稃兩 端的# 的同次方冪桕等,就得出 

rfn-1 ( 0> dv '^ 

an ~d^~ + h ~dt^~ + "* + Ul dT a ° ym = 怎⑴， (ll b} 


dV ” 

dt n _ 



dr - 1 


+ 


4 4m 


+ 


dy {1) 

~df 


+ o Q y^ =： 



d n _ V D 、 


dt n ^ 



以及相 常於# 的 ffi 高次方蓀的一系列方 程- 所以，系統的運動方程的审亭參卑叫 ( H .0) 
就是像方程 (2.3) 耶樣的棧性方程.但是，更重要的事情是：由於非綫44舍 m 虫起的第 
一次改正項是由方程 < m ) 所確定的，從形式上就可以看出，這個方程铒第零次近似[方 
稃（ II , 6 )]在特性上是完全一樣的.換言之，如果系統的第零次綫性近似 (11-6) 表明近 
似的系統是有吼尼的，而且還具有伺服系統所必需的其他特性，那 末寧了 芊孕年枣 
，⑴也 同樣具存這控特性.此外，因爲在 展開式 uu ) 中 〆 ⑴之前有一‘相當; Ah 
數&所以，由於非綫性效應所必須作的改正是很小的.這也就是說，在一個性能良好的 
系統中，微弱的非綫性性質不會使系統的運轉狀態與它的棧性近似發生重大的差別.囚 
此，從工程近似的觀點來看，我們就可以把這些系統當作綫性系統來處理.就是在工程寶 
際中的"棧性”系統裏，也還是有一些微弱的非綫性性質的，伹是，根據上面所講的道理 a 
用綫性伺服系統理論來研究這些系統也就可以得到很好的結果 • 

另一方面，如果近似的綫性系統的 m 尼非常小，我們都知遒，這時就有發生奉舉爭箏 
的可能性.也就是說，即使輸入邮 ) 的數量級和 i 相同， r 〜1，近似的綫性系統 

輸出 wm 可能比1大得很多，俨》 1* 在這種情形裏，雖然 m 艮小，可是 乂 

…，這個數，或者說非綫性效應，仍然可以和綫性項的數量級相间.換句話說 ，恥 

們&上一段裏所作的形 iUi 的級数展開式就不能成立了，所以，在系統的限尼作用很微如 
的情形裏 、即 兜非綫性 * 質很 H 我們也必須考盧到可能發生 的强火影響. 在以下各® 
裏>我們监耍簡短地描述一下非綫性系統的多種多樣的運動 狀態. 非綫性力學屮這様 一 
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▲ ' ' ^ ▲ ■_ ， • ■ ， I - - 

些现象的詳細處理方法可以在米諾爾斯基 ( N , Minorslcyp 與斯托克爾 < J . J . Stoker )^ 
的著作中找到， 

11.3 跳躍現象 

正像第10』節所講過的那樣，如果系統的_学寧攀能够由於離開半衡狀態的微小偏 
差而自動地形成，那未，它就稱爲幣竽皁寧爭擧：“4‘開半衡狀態足够大的偏差才能引 
起自激振盪，這個自激振盪就稱爲 smidm . 在某些情形裏，系統的徽分方程的.系數 
與系統的 •個 參數 Z 耵關.如果當某一個特別的臨界値；。時，系統的平衡狀態的特 
性就從穏定狀態變爲不穏定狀態.那末，在 A >』。的時候就會出現極限環，也就是自激振 




g 11.3 

盪，如果這種自激振攝是軟的，發生的現象就像圔 n, 1 2 3 <a) 所畫的邠樣；如果自激振盪是 
硕的，那就®圖 u. 3 (b) 所贳的 那樣. 對於第一種情形來說，如果^是逐漸增大的，那末，當 
1 還沒有增大到臨界値 A。 的時候，系統的手衡狀態並沒有任何鐽化，當 A 增加到4時， 
系統的平衡狀態就由穩定的變爲不穩定的，同時也就出現了一個穩定的極限環.而且這 
個極限環的振幅隨着 A 的增加而逐漸加大.如果，再讓 A 逐漸減小，那末，系統的平衡狀 
態的情呪就沿着原來的變化路綫變化回來（圖 U. 3 (a)>， 當〗減小到; U#， 極限環就消失 
丁.對於笫二種情形來說，9激振盪是硬的，這時的情况就不同了（圖 11.3(b)), ZH 久逐 
漸增大的過程屮，柘 A =々時，突然就出现一個振幅是有限的極限 環；； I繼績增大的時 
候^扣應的極限環的振幅也隨之增大，如果 A 逐漸減小，那末，當 A 減小到4時，極限環 
(A 激振 M) 並不立刻消失，直到/再繼續減小到一定的數値時，極限環的振幅才由一個对 
限数値究然變爲零.所以，這種跳躍現象是和系統的運動狀態的滯後現象相聯系着的. 

4 « % * 

1L4 頻率箍滅 

如果作用 ft —侗非綫性系統上周期性的.檢入中包含兩個頻举叫和叫，那宋^卒統的 
轍出中不但包含有這兩個頻率以及相當於這兩個頻率的高次諧波，而且還有一個額外的 

頻率譜，沿用聲學的術語 ，這侗 譜稱爲合成音，它是由頻率獅^土 n % ( m , n 是 整數〉 組成 

» * * 

1) N, Minorsky, ^Introduction to Nonlinear Mechanics/^ Edwards Bros., Inc*, Ann Arbor T 
Mich” 1947. 

2) J* J, Stoker, ^Nonlinear Vibrations,” Interscknce Publishers, 2nc 4/ New York ， 1950 ( 俄 

文譯本 [ W ])， 





13 S 
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i 空 制 a 


IL 5 


的.臂如說 ， 把 - .個甯 m z = ^(cos ^t + cos 叫 o 加到--個非綫性導體上去，假設道 
個導體的電流V與 ffiK 之間 的關係是1/ = a# + a〆 + a 3 ,z\ 划:末，輸出 "(t) 的:短举 


譜■巾破包含令]、則各補頻率： ti ^ i ， 叫，2(^， 2(^2 > 3 w ls 3 tt) 2j (jj + ⑴ 1 一〜 3 2 a 、] + o^ T 
2 t 0] — t < J L + 2 叫以及 A — 2 叫.前六個頻率是普通的諧波，但是後六個0串就适由於 
導體的非綫性性質所引起的侖成音.這些合成昔中，宵一些比原來的叫和％高，而另外 
一些就比卟和叫低.這些頻率比較低的諧波就稱爲$事準.產生次諧波的過程就稱爲 
頻率縮減. ' 

W * * m 

不難了解，如果叫和吟相當接近，那末 A — 叫就比原 來的兩 個頻率都小枵很多， 
此外,如杲對於這樣低的頻率,系統還能是稳定的，我們就可以得到頻率的數最級只是輸 
入頻率的 i/im)，S 至於吏 低的次諧波.如果把若干個這橾的系 統巾# 起來，使一個系統 
的轍出是其次一個系統的输入，我們還叮以得到更低的頻率， 

11.5 頻率侵佔現象 

如果一個非綫性系統有一個自激拫盪的頻率叫，那宋，常系統的輸入的頻率叫與％ 
相差很小時，我們自然曾想到轍出中不但同時耵，叫和叫兩種頻率，而 EL， 由於 Jt -棧 性的 
交互作用，轍出中還有 ff 宇叫一吣.但是 ，在 贳際情形屮，現象是按照圖 11+ 4 的恥補 



情形發生的： R 要叫進 入一定 的同 f 時, 

扣頸率就立刻消失.在這個 A A 這一 
個頻率，所布發生的現象都好僳是吋變頻率叫把 
原有頻率％ “侵佔”掉了-樣， 

萬 * 德爾.波爾 〈van der Pol ) 是最先解釋 

T 這種 f 平擎$現象的人，後來，又冇些其他的人 
發展了 4士 理論. 

假定系統是二階的，它的微分方程是 




這裏的 a, r 和 召都是 正常數.如果 B = 0,那末，當振盪的振幅足够小的時候,系就的阢 
尼就是負的，當振幅足够大的時候，系統的阻尼就是正的，因此，就存在一個特別的振幅 
値，系統可以用這個振幅進行持續的自激振盪.不僅如此，如果 a 和 r 都扣當小，那灰，這 
個自激振 M 的頻率就與 A 相當接近，萬•德爾 • 波爾證明：當叫與4相當接近時，方秤 
(ns) 的解就可以寫成下列形式： 

y(t) = b x (t) sin a) 2 i + & a (t) cos <o 2 t r (11,9) 

而且， Wi ) 和 b ,( t ) 都是變化得相當緩慢的時間函數，它們變化速度滿足下列 條件： 

浩《1叫_)|，磬丨《卜 A ⑴ I . 

at at I 

把方程（ II . 9 )代入方程（ II . 8 ),並且只保留一階以下的項沒們就可以把匕和 h 的微分方 
程組寫 成下列形式： 



11.6 
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db , 

dt 

dt 


;/] (石 1 ， 匕；叫）, 

— A (卜 ， 心2; 叫）. 


( 11 . 10 ) 


這 是一個自持的-階微分方 程紕. 所以，我們可以用等 ffi 法來解，就像前一章在相平面上 
m 二階綫性系統的作法一樣.分析的 結装表 明；如果叫在叫附近的一個一定範圍之內, 
方杩紕在\~平面上冇一個穩定的結點，所以，不論匕和~的初始値基多少， 
和 b ,( t ) 最後總耍分別趨近於相當這一固定點的\値和心値.因此，根據方稃 
m. 9 )， 就 R 有頻率赴叫的振设，根本不曾II]:有頻率是叫一叫的振盪，如果叫&那個範 
阐之外，那末，在毕面上就有一個穩定的極限環，因而也就可以說明圖 11.4 所衷示的 
現㉝. 

116異步激發和異步抑制 

在某些非铰性系統裏，一個頻率是 w 的振盪可以被另一個頻率是&的振璗敝發起來 
或與抑制个■去,而叫却根本不等於 A 住第-種情形中， W 種現象就稱爲學 -爭雖 寧，而第 
二種情形中的現象就稱爲學考，喂.只耍 111! 想一下以下的事實就可以理解•這 •些現•象 ：即 
使在相空間中存在一個極 pki : A 統也不一定有持續的 h 激振 i . 如果耍發生持績的振 
逼，極就必祖是微定的，所 HT ® 定”的意思，也就是說，當系統受到裰動或甫從極限環 
移到相空間的其他一黑拟後，系統具打-嗰再回到極限環上去的傾向.不穏定的極限環 
在一個 JT 際的物理系統中是不可能 TT 現的.旣然如此，我們就不難看出，在一定的情戈 
下，一個新的振盪的發生.就吋能給個振盪創造出穏定的條#,也可能破壤另一個报 
盪的稔定條件，第一穐情形就是“異步激發”現象，第二種情形就是“異步 抑制” 現象.這裏， 
“異步:這樣一個形容 MM 是用來强調0與％之間的關系是完全任意的而已. 

11,7參數激發和參數阻尼 

很久以凍人們就知道，如果一個振 M 系統中有一個以頻举^作周期變化的銮數，系統 
就以頻率 uv 2 開始 振蛩. 瑞雷爵土 (Lad Eayldgh>， 經州以下的實 
驗來説阳這種現象:把一根拉緊了的金焜綫的一端系在音叉的一股上，如 
果昔叉以頻率“進行振邱末，金屬綫就以頻率^2進行橫向振盪. 

我們再每一個類似的例 子:一 個單擺(也就是懸掛在一根沒有重量的桿子 
的一個質母)在桿的上端受到一個正弦變化的外力（圖II . 5 ),假設0是 
览襬離開鉛叵位置的微小沔度位移，不损害普遍性，我們還可以假定正弦 
變化的外力的頻率是1,這個外力也就可以寫作 m^ + acost , 於是0的 
微分方 程就是” 

nU ⑽ + (mg 4- a cos t)8 = 0 3 

dt 2 


I mg+a COS t 



g 11,5 


jt 中饥迠質 蒉， P 是重力加速度， 〖是 擺的長度，《是周期外力的振幅，這個方稃可以寫成 


1) 關於單摇運利4以銮閱 〖 fOj . 
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X 程 控 制 論 



dW 


-h 4* P cos t )8 - 0, 


(11.11) 


所以，《就等於 P 等於 M / mL 對於倒立擺 〈乜就 是質量在支承點上方的擺）的情形， 
6 的方程也還是(11.11)，只不過把兴巾的£/換成一 P 就是了.所以，對於普通的襬^是 
正數;對於倒立擺，《是負數.方程 （11.11) 確實是一個綫性方程，只是 加在擺 上的外力作 
周期性的變化而已.因此，我們就可以把這個系貌看作足參數作周期性變化的系統. 

方程 （11.11) 就是有名的馬丢 （ MatWeu > 方程解的穩定性是由《和戶這兩個常 



數來確定的.具體地說，可以把平面分 
成一個穏定區域和一個不穏定 區域， 就像圖 
11.6 所畫的那樣（道個圖中有陰影的就是!3 
定區域），可以從圖 11.6 看出，與於正的\ 
也就是普通的擺的情形來說，當周诎外力不 
存在的時候.或及說戶= 0的時候，系統就是 
穩定的.這當然是顯而易見的事實.然而, 
有興趣的事實是:如果 jS 取某呰適當的値，系 
統就成爲不穩定的了 . 這時，擺的襬動的振 
幅就會越來越大，直到非綫性效應最後把振 
幅固定在一個相當大的常數上爲 止. 道種现 


象就稱爲宰寧 ff . 對於負的\也就是倒立擺的情形來說,當支點上沒有周期外力的時 
候，系統穩定的;徂是，當 P 在一個一定的狹小範圍之內的時候，系統還可以是 
穏定的，只要《也収某些適當的數値就可以了.這個現象就稱爲_攀职吊. 

任何一個系統，見耍它有一個作周期變化的參數，在這 個系統 V 就可能發生銮數激發 


和參數 M 尼的現象. 

這種現象和以前介紹過的幾種非綫性現象，都可以在控制.系統中加以利用，使控制系 
統得到所需要的性能.事實上，的確也有不少種非綫性現象 E 經被應用到伺服控制_系統 
的許多元件上去了.伹是，這些非綫性元#在目前還只是一些“新奇”的重要性不大的東 
西，而且， 與儿說 它們是根據理論分析設計出咪的，倒不如更恰當地說它們是依崧經驗和 
試驗“設計”出來的.把特殊的非綫性現象應用 a 整個控制系統的系統設計上去的問題 1 
還是一個沒苟被探討過 的科學 領域*我們在以上幾節中的討論只不過是說明這種應用的 
廣泛的可能性而已. 


1) 關於彘镊非栈性系統的綜合法可 G 銮閱 [4 


第十二章 

變系數綫性系統 

以前备章巾，我們較詳細地討論過一個擎予 攀孕㈣ 系數也是時間*的函數的系 
統），這個系統就在支承端受到一個周期性外這個系統是花討論參數激發 
與叁數吼尼時提到的（第十一章>,在所有其餘討渝過的系統的微分方程中，系數仝都不 
明顯地與持間變數 t 有 m . 然而,我們曾經在笛一章裏指出：系數隨時間變化的綫性系統 
的運勤狀態可以利常系數綫性系統完全不同，在這一章裏，我們再冋到這偭問題 J: 來，並 
且比較什細地討論一個典型的仉是很簡單的變系数系統一一短射程的火箭彈.我們牌要 
說明：這樣一些變系數系敉的稔定性問題不能用處理常系數綫性系統的方式來解决.在 
這種愦形中，不但拉氏變換和 1® 遞®數方法都不再能解决問題/而且，我們還不得不把處 
理問題的方式完全加以改變， 

我們將要研究一個火箭彈在火箭推力起作用的過程中的運動狀態.假定這個火箭是 
依靠尾冤來稔定的，我們特別來考慮火箭軸綫與投射角之間的偏差角，這個偏差角是由 
於發射過程中的擾動以及飛行過程中焊翼所爻到的阻力作用所引起的.關於火箭彈的動 
力學的一般問題，曾經在第二次世界大戦時期內被不同國家的許 多學者 奸細地研究過. 
羅色爾 < J . 反 Hosser), 牛颐 (K H. Newtor) 和袼羅司 （G. L. Gross) 曾經把美國學 

者的工作加以總結' 蘭金 （R. A. R^kin) 曾經報告了英國方面的工怍\卡 里埃鲥 
(F. CarWre) 的淪文代表了法國學者對於這個問題的研究工作' 我們在這襄的討論將 
是大爲化簡了的，討論的目的只屁嬰提出變系數綫性系統的研究中的幾個釘興趣的重要 
特點而已. 、 

12,1 火筋彈在燃燒過程中的運動狀態 

對於-個用尾凳穩定的火箭彈來說.鉛 K 面內的運動與水半面內的運 動之間 的相互 
影響可以忽略掉，也就是說，在鉛 K 而内山於水平面內的運動而產生的空氣動力姓可以忽 
略的.所以，我們只考慮和研究鉛 K 面内的運動情况，也就誰够知道火箭彈的特性了.因 
爲這是短射程的火箚彈，所以 ，我 們把地面看成娃一恫半而，設 t 是火箭彈的速度的絕對 

値』是速度向量的傾角，4是火箭彈的軸綫的傾角（圖 12J), 於基,火箭彈的冲角就是 

a ^ <f> - 6, ( 12 , 1 ) 

設 m 是火箭彈的質量，是重力加速度.所以作用在火箭彈上的重力就是鉛 K 向下的力 

1) J, B, Rosser, R. R, Newton and G, L, Gross, ^Mathematical Theory of Rocket F]\ght^ 
McGraw-Hill Company, Inc” New York, 1947 ( 嵌文譯本 [52 】）， 

2) R. Rankin, Trans. Roy. Soc、London (A\ 241, ^57 一 5Si (1949). 

3) P- Cari’i 谷 re ，artillerie fntn^ w9 753 — 36U (1951), 


12.1 


鄉，空氣動力是擧力 M 力 D 和轉矩兄 L 和 1) 分別垂直於和平行於運動的方向，這 
些力都 丛作用 在火箭的重心上的.火箭的推力 S 是常數，就像阓所畫的邢碟， N 餌 
軸綫之間耵一個偏差角度汄對於重心來說， S 的力矩臂是 < 所以，沿彈道方向的加速 
度的方杩就姑 



m ~ =： S cos(a 一 j6) — m£f sin 6 — D 9 
dt 


垂直於彈澧方向的加連度的方程就是 

•戌 G n ^ - fc -_ 


mv ——= S sin(« — jS) — mg cos 6 + L 
d i 


最後，如果火箭對於通過重心的橫軸的迴轉半徑是 fc， 那末 3 角加速度就是 


■2 


一 M 


( 12 . 2 ) 

(12.3) 

(12.4) 


在方程 （12.4) 中，我們巳經把所謂的噴射阻尼轉矩忽略掉了因爲它比尾翼的恢復轉矩 

小. 

空氣動力和空氣動力轉矩都與冲角 a 有關.但是>如果火箭的尾翼安裝得不正，即使 
« - L 也還會打擧力和轉矩，所謂安裝得不正，也就是說尾翼的安裝引起了一個角度誤 
差 r, 以致於 L 和 M 在《 = r 時消失，而不在《 = ti 時消失.如果 p 是空氣的密度 ， a 
是火箭彈彈身的 S 徑，我們就可以用下列公式引進舉力系數阻力系數和轉妞系 
數 

L = K L pv'^d' 2 sin (ct — r) r (12.5) 

K D pv^d\ (12,6) 

M = K M pv ^ sin(a 一 r ). ( 12 . 7 ) 

對於短射程火箭彈來說，彈道的顶點並+高，所以，我們可以把密度 P 湣作是常败，此外， 
最大的速度値也不是很大，以致於系數 Ki ； 和反 v 郤還可以看作是與飛行的馬赫 
( Madi ) 数(火箭彈的速度與贺連的此攸〉無關的常數，再蔣，對於短射稃火箭來說，燃料 
的質量只佔火箭彈的總質很小的一部分，所以，把火箭彈的 質量看 作是一個常數也不曾 
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引起 嚴重的 誤差.考慮到這些簡化的假設，方稃<12, ]) 到方程 （12.7) 就確定了火箭彈的彈 


^撺類型的火箭彈的燃燒時間都赴很短获」（臂如說， R 有 0 J 秒），所以就必須使加速 
度 S / m 很人才行.事實上，推力 Sii 相當大的，和它比起來，東力和 m 力都小到可以忽略 
棹的程度.而且，椎力方向與飛行 A 向之間的偏差角度 a - p 總是很小的，所以，方程 
(12 J ) 的第審次近似就是 


dv 

~dt 



( 12 . 8 ) 


因此，彈遒的第零次近似就迠1條傾角是初始 m 角 A 的直綫（岡 12.1). 沿着這條 K 綫的 
運動是一憫等加速度 S/m 的運動.如果$是沿着這條沍綫量度的距離，那末，這個運動 
也可以用下列方程表示： 



(12.9) 


如果發射火箭彈的初始速搜是零， z 就是到發射點的確實 距離； 如果有一個初始速苽 ， z 
就是到發射點 前面的 某一點的距離，而不是到發射點的距離.從方稃 （ H 9) 我們得到 


d dz d fl , d 
dt dt dz (U 



( 12 - 10 ) 


利用這個第零次的近似解，我們就可以計算火箭彈彈道的第一次近似解;下面我們就來作 
這件工作. 

12,2綫性化的彈道方程 

因爲在燃燒過程中眞正的彈道輿它的第零次近似解之間的偏差總是很小的，所以，我 
們總是可以把方程 （ H 3) 和（ I 2 . 4 )巾的速度 t 和時間導數用方程<】2,9>和（1 2 .10)來代替, 
此外，因爲 a — J 5 很小， ism(a — j 8) 也就珂以用 a —戶來代替 ， cm 0可以用咖仏來代 
群.我們把擧力 L 也忽略掉，因爲它比推力的横向分量以及火箭的重量都小得多，採用 
這些簡化的假設，方程 （ H 3) 和 (12.4) 就成爲 


和 


i £ 裏的〃的定義是 


2 z^l 

dz 




— j 3) — ^ cos ^ 

jS 


2Z 


dz 2 


叫 _ 5 

dz Ic 2 


K ^- r ), 



47 T 2 


k?m 


( 12 , 11 ) 


( 12 , 12 ) 


(12-]3) 


很明顯，〃的 fi 綱驻長度.我們可以把〃取作火箭的擾動運動(對於第零欠近似而言）的 
特徵長度 ,3 fc 且也可以看作是擾勐的彈道的“波長' 方程(12.1)， （12 J 1) 和<12」2)就是 
三個米知函數 S 0和令的綫性化的方程.方程的綫性化赴在這檢一個假設之下作的：斜 
於一個现想的發射角^來說，彈道與直綫之間的差別很小. 
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我們可以把0和4消去而得出 a 的單獨一個方稃.作法是這樣的:先用 2 ^ z 除方 
程（12.11>，冉把結果對 z 微分.這樣就得到 

d 2 0 , 1 dO 1 da 1 / 。 gm 

s - —p- -- = -- — _ I (X — ^ p 

心此 2 ^T dz dz 4 Z " 了、 S 

現在，我們再用 2 Vr 除方程（12.12)，然後， 從結聆 中減去上面的方程，最後，再利用方稃 
(12.1) 的關係.就捐^出 

— (Pet 1 da . / z 1 \ 8 

i »— --I -- -- ] CL - - 

心化 vV 心 、〆 uJ 7* 2 k^J 




枯 2 V 之 
…^ T 



這個方程明白地表示出下列事實:用來研究火箭彈的微分方程不是常系數方程.其實 ，只 
要按照下列公式引進一恫無耥距離 



2fr2 

a 


(12,14) 


1>就是方程< 所規定的，長 n ，我們就可以把“的方程化爲貝塞爾 （Bessel) 方程 

的標箪形状，也就是 


d?a 

d $^ 



(1/2>广 

f 2 - 



^ ^ co 3 e , 


s 




把《確定出以後，爯禎分下列方程也就邱以把 0 計算山來 


dO I 
— • = 



一芦― 


(12.15) 


(12,16) 


這個方程是由方程 （12.11) 變化出东的. 

這些微分方程中的 A 變數：或 f 並不是時間變數而是距離變放.伹是，正如方杩 
<12.9>所表示的那樣， 2 是時間 t 的單調增函數， f 當然也就是 （ 的增函數.因此，把 fi 
變數從〖改爲？並不會改變系統方稈的韫定性；也就是說，如果系疏對於 f 來說是穩定 
的，那末，系統對於^來說也還是穩定的 . 在這裏/穏定”的意思就是，當^或 f 增加時凋 
道與理想的商綫彈道之間的偏差會逖漸地減小*闵此，稔定性問題完全可以用6變數芒 
來討論.當時 ffiH 增加時，$就從0時的初始値匕增大起來*如果，火箭彈的初始 
發射速度是零，初始値6也就是零. 

12,3火箭彈的稞定性 

爲了討淪穩定性問題，我們必紉根據特定的初始條件去解方程（ 〗2】5 >和力程< 12 _ 16 )， 
然後，再確定，當$增加的時候，冲负“是舍趨於窖，或者更恰當些，考慮彈道的 ® 角的偏 
差沒- 仏是否 趨於零.方程確實是一個$階的貝塞爾方程，所以，補充函数就是 
I 階的和一去階的 U 塞爾函數.伹是，這些補光函数都是可以用初等函敦表示的 • 事實 


12.3 


笫 f_* 變系败綫 ft 系統 


345 


上，方程（1 2 _ 】5 )可以改寫爲 


&K 


+ C = Q ($) 


<12.17) 


其中 




(12.18) 


而 


Q($) = r^T + 


Sa _ 

A ^ Jc 1 


gm 






(12.19) 


闵此，對於所未知 M 教 f 來說，補充函 R 就是 dn UU ⑶ s ?. 

火箭彈離 m 發射忍時的條 件， 或者初始條件就是 

v = %， 、 

0 = 0 。， 


( 12 . 20 ) 


dtp/dt = (dcf>/dt) Q ^ J 

這裏的下標％”表示 t = 0 時 刻的攸 . f 和 C 的初始値當然就是 


2 tt m ^ _ nmvl 

T "2 S ° = ^ S ~ 


( 12 , 21 ) 


和 


Co = ^ a o 


( 12 , 22 ) 


根據方程 (12_16)， 


0 時就有 


〜 \ — % — 芦一 (mg/S) cos 0 


伹是 0 = 令一 \所以 




§)4( 

aq /o \ 


! N >\ 

1$ h 


卢 + (gm/S) cos 8 


2 JI 


或更明顯地， 


dC\ _ j^e(d^/dt)Q p 4 - (gm/S) cos Bj 
初。— ° . 2 叫 ^ 


(12,23) 


把初姶條件這樣變彳版後，我們就可以把方程 U 2.17) 的解（或</直接寫 出來: 


e 0 ) ^ ~ cos ($ -$ 0 ) Co 

L 

- 1 丄 m >、17吖\ . 



sin ^ S Q ) Q ( y }) dj } 


屮 一^ sin ( e - l ) d ) + 厂 eos (=? — DQU ) 如 1 (12.24) 

f L\ Ctf /a J $ 0 」 

這裏的 0 就是方稃 （^19) 所表示的驅動函數.闪爲 QU ) 中包含有 C 的半次方冪，所以 
方程 （1 S 』 4 ) 中的積分確實都是福來內爾 ( Fresnel ) 積分.把 a 計算出东以後，用 K 分方 
法就可以由方稃 （12.16) 求出0來： 


(12.24) 


0 — 9i = ($ 0 — 8i) — -- (^ H- ^ cos 0 t \ log A -|- I f 

2 V jS / f 。 2 */ fa 


fo ) 


和， 


(12.25) 
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12,3 


我們再來把發射器上的各榨擾勤的作用分離開來芎慮：把方程 （is. 25 ) 寫成若干項， 
每一項都代表一禪類型的 裣動. 寫法是這樣的： 

8 Oi = (0 0 — 0^) -h H- cos A ) G】（f U + —C^(f ， ？。） 


— r [ A(f ，匕） + G ( e ， f 。)] + 咕，$， e 0 ) + J — (^ f ) < 12 , 26 ) 

2 7tV 0 \ at /o 


第一項表示彈遵傾角的初始偏差的影響，第 
二項表 々推力 不正和電力的影響.铅三項表 
示推力的轉矩的影響.第四項表示尾翼的安 
裝不正所引起的影饗.第五项表示初始冲角 
的影響.最衣一項表示火箭彈的初始角速度 
的影響，每一個 G 都是 f 和^這兩個變馼的 
函數，並且也是山一些福來內爾積分組成的， 

羅色爾和他的合作者把這些函数稱爲外發葶 
數，並且在他們的忠裏還把這些面數 
數表.用阏綫表示這些函數的幾個岡（圖 12.2 
到12.5)，也是從他們的进裏採 用的. 

把圖 12.2 到圖 12.3 這幾個圖觀察一下， 

就巧以看出這樣一個事實：對於很大的？値 
來說，所苜這些火箭函數 G 幾乎都是常數. 

所以，备種擾動都不能阻尼拟 . 方程 （12.26) 

的笫一項和最後兩項表示在發射點所受的初 
始擾動的影響，然而，當 f 很大時，它們還保 
持不等於零的有限値.方程 (12,26) 的其餘三 
項都是由於"險入”(或者說驅動函數)而產生的^出”.對於很大的？値來說，它們的値 
也不是零.从函數的性質尤其惡劣：當 f 很大的時候，它羌不多等於 】 og f ，所以也就耍 ® 
限地增大.因此，如果我們用以前提出的系統稳定性的判斷準則（&就是說，初始擾 TO 應 
該趨於消失，而 且對於 “合理.”的輸入，輸 出總應 該是有限的)來衡量火箭彈的運勐，那衣， 
火箭彈就是不穏定的.從另一方商來看，基本方程 （12.15) 的補充南數都是貝寒爾函數， 
當 A 變数無限增大的時候,這 些函數 足趨於零的，這個事實却很容易使人錯誤地認爲系統 



圖 12.2 


是穩定的.如果我們不加思索地搬用關於常系敫棧性系統的經驗，那末，變系數系統的運 
動狀態就很難使人理解了.然而，以上的討論只不過是說明一件消極的事實:研究常系數 
綫性系統時所能應用的一些漑念，對於系數隨時間變化的系統是不能應用的.從揹極方 
面來考慮，我捫就需耍有一種新方法來處理變系數系統 的稳定 性問題和控制問題.關於 
這一點,我們就在下一節裏加以討論. 


12.3 


第十二耷變系數篯性系雜 
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B 12,3 



固 12.4 


0.6 






面 


5 心 "'CM^/t 
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12.4 變系數系統的稞定性問題和控制問題 

對於常系數綫性系統的情形，我 f ] 以盼所作的討論表明：只耍沒 fi 驅動函數(輸 入) 的 
齊次方程的解都衰減得足够快，就能保證系統在穩定性以及其他控制性能方时郤扣當良 
好' 因此，雖然系統的驅動阐數(或輸入)吋能從一種情形變到另一種很不相同的 情形, 可 
是，性能的判斷準則以及以此爲裉據的設訃冏題都只是以對齊次方程的解(整個的運動方 
程的補充函數）的研究爲基礎的，這就是普通的伺服系統理.論的基本原理，至於柑璩拉氏 
變渙建立傅遞函數，再用傳遞函數進行分祈的方法只是一個很有用的技巧而已；譬如說， 
只從原則上來看，求補充函數的古典方祛&並不次於艾文思的根軌跡法. 

我們在這一章前三節中的討論明確地說明這 樣- 1個事實：如果一個綫性系統的冇隨 
時間變化的系數(參數），那来，即使微分方程的所有補充函數都是衰減的，我們也不能保 
證存驅勐函數作用時這個系統還有 tl 好的運轉狀態.儘管補充函數都衰減，伹是，只要有 
某種輸入(驅動函败）的作 jik 輸出趨於無限大都是可能的.芮此1如果不知遒系統的 m 入 
面數<驅動函數），我們軚無法回答運轉狀態是否良好的間題.旣然冇這樣一個必消先疗 
定輸入函數的耍求，而且，具體池解非齊次變系數微分方程也是十分困難的，所以，爲變系 
數系統的穩定性和控制性能建立一個淬遍理論的任務好像是毫無希望的.伹是，我們必 
須把計算上的闲難和建立一個普遍理論的實質的困難區別開來.事筲上> 只要有快速的 
計算機，計算的困難就可以被克服/所以,這並不能認爲 是眞正 的困難.如果，這棟條件 a 
經實現了，我們就會知道，爲分析系統的運動狀褪而具體給出輸入函數的工 作贳質 上就是 
爲一倜特定的 s 的進行靛訃的問題:在設計系統以前，我們必須知道在怎樣的情况之下對 
於系統的耍求是怎樣的.如果我們採用這種解决辦法，也就不需要提出一般性的穏笼問 
題 r 洇爲， 我們的設計工作已經使系統具冇特定的令 A 滿意的性能，這已經完全解决了 
實際問題，如果，再去一般 m 討論穩定性問題就是多餘的了.根據這個解决問題原則，我 
們就可以提出一個關於變系數綫性系統的捽制設計的一般理論，這個理論是古典的弾道 
攝動理論的一個彍用.下一章我們就要討論這個理論，把以前的討論整僴回顧一下，我 
們可以這樣說:普通的伺服系統理論是關於一類特殊類型的系統的設計的一般理論;下一 

A # % ■ * V 

章的攝動埋論却是關於一類更一嚀吊葶型的系觥的設計的帑 f 爭辱 • 



第十三章 

利用攝動理論的控制設計 

-導寧琴，寧的3的就是計算投射物 ( 例如础彈，火箭彈等 〉 在所謂军學呼寧附近的 
運動 i 矗.‘土“褕道是一條有着特定的初始條#、推進程序、大氣條件以的樂力 
與阻力的確定的彈道.如果實在的 情况與 這些特定的條件有一點微小的差別，或者投射 
物在飛行過程受到出乎意料的風的擾動而稍微離開了正規彈遒，那末，投射物的賞際的彈 
道就不同於正規彈遒了.伹是，如果這樣一些擾動作用都很小，那末，擾動過的彈道(實際 
彈道)還是在正規彈道的附近，而且，擾動過的彈道與正規彈道之間的差別也是很小的. 
因爲正規彈道是一條巳經計算好的已知的彈道，所以，實際彈逍與正说彈道相當接近這一 
事實就是把實際軌道的微分方程綫性化的根據.經過綫性化的手績以後，擾動過的系統 
的運動方程就是系數隨時間铤化的綫性方程，系數隨時間變化是由於投射物所處的條件 
隨時間變化的緣故. 

彈道攝動理論的本來0的只是計算投射物的彈道對於正規彈遨的微小咳手 f (這種 
改正是由於投射物的重鼍舆標準値之間的誤差，大氣情况的改變，風的擾勸等闽素 
引 起的） ，伹是，因爲有了現代的_快速計算機， h 前的趨勢是直接 去分別 地計算毎一條 
擾動過的彈道，所以彈道攝動理論在彈道計算問題上的用處也就隨之消失了，然而，變系 
數綫性系統的控制設計問題却剛好是可能利用彈道攝動理論的原則的問題.在這一章 
裏，我們將要通過一個具體問題的討論來說明這種作法.我們要討論的具體問題就是長 
距離火箭(例如遠射程導彈)的控制問題 * 德瑞尼克成 Eremick ) 曾經研疣過這個問題、 
但是，我們的討論將是更完善的，並且還耍談到璋樣一類飛行器的自動導航的問題' 
m 火箭的運動方程 

爲了使討論不過分複雜，我們假設火箭在旋轉着的地球的赤道平而内運動，就像圓 
13.1 所畫的那樣.在#遒平面內的運動 W 爲不會受到柯瑞奥利 (Coriolis)^! 的作用，所以 

就可以保持平面運動，我們所選取的坐標系統對於旋轉的地球來說是固 定的， 也就足說， 
坐標系統也是以地球向轉的角速度0轉動着的._在任何一個時刻乙火箭在赤道平而內 
的位置總可以用 r 和0兩個數來確定的，毽裏， r 是半徑(或高度），也就茲從火箭到地心 
的距離，0是到發射點的角度，也就是火箭所在的位置與發射點之間的經度差_設 h 是 
地球的竿徑.沒是地面上的單純的重力加速度，其中不包含地球的離心力的闵素，設 
尺和0分別是火箭的每單位質量平均受涵的推力與空氣動力的徑向(半徑方向) 分* 和榄 


1) 參閱 R ， Drenick, Franllin InsL, 25, 423—436 (1951) iX [55] % 

2) 銮 閱下列 論文： H* S- Tsien < 錢辜 森）， T- C* Adamson, E, L w Knuih, Rocket Sqc” 

22 ， 192—199 (1^52). 
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向(垂直於半徑的方向 >分董.於是，火箭的重心的運動方程就是: 


dr 

dt 



dt r 

^-^ R - rr {0± Q)'^g (^)\ 

dt \ r / 

* 

T ^- = 0^ 2 f {&± S ), 

dt 



(13.1) 


如粜火箭從西向東飛行，方程 (13. U 的右端的第二項中就必須取+號，如果，火箭從束向 
西飛行，就取一號， 

尺和0這兩個力都是由推力舉力 L 和阻力 Z > 組成的.設 W 是火箭對於2而言的 
瞬時重量<也就是火箭的瞬時質景與 " 的乘積>;V是空氣《於火箭的相對速度的大小. 
這樣,我們引進下列公式定義的二個參數和 A 就可以使討論更方便些： 


2 = 箏 ^ 為 ，“譯 


(13.2) 


假設實際的風速^是水平方向的，而且也在赤道平面之內，如果對於火箭而言這個風是迎 
頭吹來的，就取 正號; 反之，如果風向和火箭的飛行方向相同，就取負號，我們把切潛 
作只是高度 r 的函數.如果〜是徑向速度， 化是橫 向速度，也就是說 


v r = V ， 

V e = 



(13.3) 


相對的空氣速度 F 就可以這樣計算： 

P + (rd + 10 )\ (UA) 
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如果户是推力方向陴水半方向之間的角度，那末，單位質量 . 1：所受的推力和空氣動力的徑 
向分和橫向分量@就是： 


H = 2 sin j3 + (t^ + «’）/1 一 v T K 、 

0 - 2 cos p — v r A — ( t ^^ + tv)^ m 


(13,5) 


如果 N 是對於重心的力矩被火節對於重心的轉動憤董除得的商數，那末，角加速度的 


方程就是 


m +N 


(13.6) 


爲了完全確定火箭的運動狀態，必須用時間函數的形式把舉力1、阻力 Z ) 和對於重心 
的力矩 m 給出來，按照空氣動力學的習慣，我們用舉力系數 G 和阻力系數 G 來表示 L 
和 


L ^ lpV ^ AC L , j 

2 , > (13.7) 

D = ipVMC D3 
2 ^ 


其中， P 是空氣的密度，是高度 r 的函數. A 是一個固定的特徵面積，譬如說，可以設火箭 
的尾翼面嵇是 A. 在我們所考慮的這個問題裏，旣然火箭只在赤道平面內運動，從空氣動 
力學計算的角度來看，火箭的運動狀態是由冲角《决定的(冲角就是推力的作用綫與空氣 
的相對速度向量之間的角度 ）（ 圖 13.1) 然而，對於火箭的運動的控制是通過升降舵角 r 的 
控制來執行的.所以，能够影饗 Q 和 Q 的參數就是 a 和此外,這些空氣動力學的系 
數還是雷諾 （Reynold) 數 Re 和馬赫 (Mach) 數 M 的函數，如果 a 是空氣的音速，馬赫數 

就是 

M - — , (13*8) 

a 


設 a 也是高度 r 的函數.如果；是火箭的一個特敏長度^是空氣的粘性系數，雷諾數就 
是 

粘性系數^也是高度 r 的函數.這樣，我們就有 

Cl ^ ^ h ( a , Ty R e )， 

Cd = ^d( g t Ty ^ t ^ e ). 

我們爯假定，推力作用綫通過火箭的重心；因此>推力就不產生力矩，不難想到在火 
箭發動機工作的飛行過程屮，火箭的角度運動(轉動)一定很慢、所以噴射阻尼力矩是可以 
忽略不計的. W 此，空氣動力力矩 m 是作用在火箭上的唯一的力矩， M 也可以按照下列公 
式用系數 Cm 表示： 


(13,9) 

(13.10) 


m = -pV^AlC Mm 
2 


(13.11) 
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力矩系數也是四個變數\ r , M 和 Re 的菡數， 

Cm = C M (a^ r , M t Re). (13*12) 

如果 / 是火箭對於重心的瞬時的橫向轉動惯 fi ， 方程 （ lie ) 裏的 2 V 就是 



(13.13) 


利用上面規定的許多符號，運動的微分方程組就成爲下面的 形狀: 


dr 

~dt 

dO 

7i~ 

dp 

dt 





dv 

~di 

dv t 

~di 

~di 


2slnj3 + {v Q + w)A ^ v r A -|- r (^- 士 


Q 



9 



2 


F 


2 cos ^ — v r A ^ (v e 4 - ^)A — 2v r (以 土没 ) + 

\ y / 

-ijs cos p — v r A — (v & -f w) A ^ 2v r ^ ± N 


G 




H 


(13.14) 


這個方程机是六個未知函數 t P , %和 0 的一階方程袓，如果要解這個方程 $fL 
就必先知道開始時 (t = 0) 這些未知函數的初 始値; 而且，推力 S ， 重量见和轉 動惯； ft / 在 
每一時刻 t 的瞬時値也必須事先給定，如果耍確定各個空氣動力，升降舵角 r 的運動也 
耍用一個時間函数 7^) 事先給定，空氣的情況也必須知道，也就是說，風連災，密苽^，空 
氣的粘性系數 M 以及音速 a 都必須是高度 r 的已知的函數.冲角 a 是不能知道的，芮爲 
它必須根擄角度戶和相對的空氣速度向量 vmm ^ 

假定空氣的情况已蛵被標準化了（譬如說，我們可以用一個統計的平均情况作爲這個 
標準情况 h 而且，我們把火箭的帀均特性和火箭發動機的平均性能収作火箭及其發動機 
的代表_利用這呰具體的數擄 ，只 要給定了升降舵角度 r 的運動規律 r = 我們就 

可以把方程組 ( l 3 . H ) 積分，從而把火箭的飛行路綫(彈道)計算出來，實際的計算：! 邪完 
全可能用計算機來彳 f :. 這漾計算出來的飛行路綫，是一個標準的火箭在標準的空氣狀態 


的飛行路棧，這也就是正規飛行路綫或正規彈道. 


正規飛行路綫的最重要的特性就是它的所謂射程就是發射點和着陸點之間的 
距離.所謂火箭的嚀疗喂寧就是要算出火箭機的合適的 辱亨睁 啤並且找出飛行過稈 
屮升降蛇角度的分®規律，使得射程正好是我們所需耍*的.數對於標準火箭在 


標準大氣中的航行間題，可以在火箭發射之前用數學方法完全解决,因爲計算這條正規飛 
行路綫所需耍的全部賢料都赴 a 知的或者是預先給定了的. 


13.2 攝勤方程 


實際的大氣的待性並不一定與所說的檩準大氯狀態相符各.毎一個高度上的風速都 
隨氣候條件變化;溫度 r 也是隨時變化的，因此，我們可以想到，由於大氣條件的不同， 
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實際的飛行路綫與正規飛行路綫一定也有些差別.實際的火箭在重量以及發動機性能等 
等方面 與理想 的標準火箭也總會有些萣別，间此，如果升降舵角度 r 仍然採用原來給定的 
動作程序，那末，贳際的飛行路綫就會與正規路綫不同 A 所以，實際的火箭的航行問題就 
是要適當地隨時改正升降舵角度的動^序，設法使實際的射程與正規飛行路綫的别程 
相同，而且也還能準確無誤地在標準着陸點着陸.因爲火箭的速度非常高，這樣一個航行 
問題就不能用普通的方法來解决，理由是這樣的:在普通的 ㉟ 疗明寧（臂如 n 車或輪船的. 
駕駛問題）中， W 爲速度相當低，慣性作用相當小，所以只耍位 S 的！ S 差改正運動 
路綫就可以使總的運動路綫符合要求，完全不需要考虛慣性的影饗.伹是,對於像火箭這 
樣的萵速度飛行器的情形來說，就不能 R 根據運動學的考慮來進行操縱，因爲慣性作用相 
當大，所以，必須考盧系統的動力學的效應才能使路綫符合要求.對於這種情形，航行問 
題就必須依靠髙速的自»計算系統來解决，對於毎一個離開正規情况的偏羞，這個計算系 
統都能在-段幾乎等於零的時問內發生反應 ，同時 發出改正運動狀態的信號.所以，應該 
把這種聞題更恰當地 W 爲亭 ㈣ 项寧 ，把這種控制系統稱爲予孽. 

一般性的導航問題實4是 i 常困難的.伹甚，我們可信 k 問芷規狀態的偏差總 
是很小的>因爲，規飛行路綫畢竟是一條最有代表性的平均的跆綫 t 這個事實使我們立 
刻想到，只要考慮偏差的一階量就完全够了.這個“綫性化”的作法就是彈道攝動理論的 
基礎.經過棧性化以後，新的方程組(當然是綫性方程紕)的系數都只是根據正規飛行路 
棧的情 祝計算 出來的，一般說來，這些系數郤是隨畤間變化的.我們關於長距離火箭的導 
航問題所作的討論也就是這一類系統的控制設計的一個例 - f . 這個例子的特定的設計耍 
求,就是設法消滅射程的誤差.這裏，被控 制的“ 輸入”就是升降舵角度的改 JH 動作.以下 
的討論屮我們就通過具體的情況來說明這些槪念. 

以下我們州符號上的橫綫 U 表示正規飛行路綫的各個數量，用5符號表示相當於各 
個 數量的 偏差.所以實際的飛行路綫的各個數#就是 

r=r^-dr t O^e-^Sd, 戶=爲 + 邛 ，I (1315 ) 

V r ^ ~h — V & dV^ ? 0 ^ J 

寶際的大氣情况與標準大氣情况之間的偏差是用密度偏差“，溫度偏差打和風速偏差 
來农示的，所以 


P = p Sp t T = T + dT ，扣 = 仂 + 5 u \ (13.16) 

如果我們假設在任何一個高度上空氣的化學成分都與標準大氣在這個髙度上的成分相 
同，那末，只要知遨知和奵也就可以計算出壓力偏差<如果事實需要這橾作的話）.假- 
設實際的火箭輿標準火箭之間只有重量 偏差訂 F 和轉動憤量偏差也就是說 

W = W ^ 6 W t I = 7 + SI . (13 J 7) 

還假設推力 S 與標準値完全相同.此外，火箭的尾翼面積4以及方程<13.1 () )和（13.12)所 
衷示的空氣動力特性也都假定是不變的. 

把方稈 （1； U 5)，（13 J 6) 和 <13.17) 代入方程 （13.14), 然後，再從每一個方程裏減去相 
應的正規飛行路綫的方程，根據綫性化的原則只保留 各個懾 差的一階量，我們就得下列 



方稃: 



dSv r 

dt 

dSv B 

dS$ 

^dT 


ci ^5 t 4 -J- j3 —|— q^Sd^ —|— 61*^5—|— d^S p 

+ a 7 8 T + + a^W > 

biSr + b u 8p + b^Svr + W^ d + 6 s ^r 4 - b e Sp 

4 - Mr + b s $w + b ^ dW s 

c 】 5 广 + -|- 4~ 沒 r + c^sp 

+ c«j 占 7 1 + Cj^t^ + c^SW -4^ Cjq5/ # ,. 


(13,18) 


(13-19) 


方程中的這些系數 a ，\ c 都是方稃 （13.14) 所定義的函數 F , G ， H 在正規飛行路綫上計 
算的偏導數.舉例來說： 



(13.20) 


類似地各個系數6就是 G 的各個偏導數，各個 c 就是丑的各偭偏導數，這些系數的詳細 
計算都在 本章的 附錄中陳述. 

方程 （13.18) 和 （13.19) 合併起來就是六個偏差量的變系數綫性方程組.如果大氣性質 
的偏差心， 打和 加都是已知的，而且吖，和 W 都是給定的，那末，這個方程虮就能 

S 8 t Sp ^ Sv r , dv d ^\\ S $ 9 然而，導航問題和這個問題是不同的，在導航問題裏所 
需要的是設法找出一個特別的函數奵（也就是升降舵角度的改 正動作程序） 使得射程偏 
差是零.正如德瑞尼克所建議的那樣，這個導航問題可以用布利斯 (G. A, Bli_ 的伊寧 
來解决 ' 

^ 13.3 件隨函數 

#!寧寧萃毕的原理是這樣的:假設仏- 1, 2,是由下列 ft 個綫性方程組 
成的士®的 w 個函數， 


1 ) G. A, Bliss, ^Mathematics for Exterior Ballistics/ John Wiley & Sons, Inc,，New 
York, 1944 # 
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dVi 

dt 


一 2] 

■ _ 


Ydt) 


1，2,…，抑， 


(13.21) 


其巾，叻是給定的系數，它們可以是時間 t 的函數. k ⑴都是 " 驅動”函數(輸入現 
花戕們爯引進一組新的函數= 1， 2 ,…，它們滿足下列的齊次方程組 


dA, 


dt 




0 


1，2,…，抑， 


(13.22) 


這樣一就稱爲那一組仏⑴的炒攀.用\乘方程 （ i 3 . 2 i >， 再用扒乘方程 
( I 3 . 22 )，然後再對於〗把這些方程加起就得出 


d 
dt 


Tt Tl 

s h — S — a n ^^ yi ) — Z ：^ 


很明顯，雙重和數中的兩部分剛 好互相 抵消棹，所以，我們就得到 


d 


dt 




(13,23) 


可以把這個方程從時刻 t ^到時刻 t 


_2 


積分，因而得出 


WW 

^iVi 


布利斯把這個方程稱爲基本公式, 




+ 


h 


/: ( 旮 + . 


(18.24) 


對於我們正相討論的長距離火箭的問題來說， K 就是那些擾動量，因而 n = 6,並且 


y : =如， ih = 奶， Vz =邱, 

Vi = —占 v 6 , = S^ t 

根據方程 這 時的伴隨函數就滿足下列方程組 


(13.25) 


~di 

dt 

忒乂 a 

~di 

dl A 

~di 

dh 

dt 

■ I 

dt 


v 


f 3 


Aa + G*i 又 4 + &i 又 $ + 


0 


f 


H " 石 -A + C 2^6> 
+ + ^3^5 + Ca 义 fi ， 


入 2 + ^4^4 & 4 又 5 + 口4义6 


X 


&» 


(13.26) 


Yi = = 5 % = 0 » 


(13,27) 


各個輸入 h 就屋 
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Y 4 = ct^T* H - a/p + + d^d^iv -|-" a^dW 3 ) 

+ 4- b>jdT + i > s^w + b^dW ? > (13.28) 

r 6 ^ + + c^st 4 - c s dw + c^dw 4 - M/, 

13,4 射程的改正 


方程 O 3 . 26 ) 並不能把那些函數完全確定出來.如果要完全確定 A 函數，就必須給 
出在某一侗一定的時刻的一 m a 値.至於應該在哪一個時刻取這一組 a 等 於代麼 數値， 
這個冏題，是與特定的控制設訃的要求冇關的.在我們的導航問題屮，我們的設計耍求射 
程漏差 是零;所以，使我們威到興趣的數量就是火箭着陸時刻的如値时 2; 附帶聲明一下: 
從現在起，我們用下標丫來表示各個數讀在着陸時刻的値.下面我們就可以 看到： 射码 
偏差娃零的條件就足够把所有的 A 完全確定了. 


如果~是實際的火箭的着陸時間， L 是正規 飛行路綫的着陸時間，於基 

— ? 3 + St^ t 


同樣 


不難證明 


r 3 = + dr ^ 1 

沒2 = 沒2 +时2.少 

孑 r 3 = (v r ) t== i 2 St^ + (^r) t= ^ r 
^0 


(13.29) 


(13.30) 


(13,31) 


然而，因爲不論什麼路綫的着陸點都 fr : 地球表面上，所以打 3 —定是零，或者說匕二 A . 
從方程組< 13.31 >中消去％就得 


86^ 




■一 1 
■ f 


v 


5 r + 66 


T \Vr 




(13*32) 


因此 ，如果 讓各個 L 函數在着陸時刻纟 = I 時的値是 


於是射程偏差就是 

d 0, ^ 


h 


T \Vr 




Ag « Aj = 又 5 = 义§ = 0 


(13.33) 




s — [ J-i 占 r + h^dQ + + k ^ Sv r + H * 


如果 d 經把正規飛行路綫確定出來了，那来，方程組 （13. S 6) 的各個系數就郤是已知 
的時間副數*把這侗方程組與終點條件 (13.33) 合併起來考慮，就町以把六個作隨闽數完 
全確定.事實上，我們可以用一個快速計算機從 t t 開始，“倒退地”(也就是對於（<匕 
扦，逐漸減小的方向上）把方程 U 3 . 2 G ) 進行數値積分.把伴隨函數這樣確定出來以後，我 
們就可以利用方稃 U 3 M ) 的苺本公式來修正射程偏差的方稃 U 3 . 34 ): 用 I 表示正規飛行 
路綫的發動機的關車時間，於是射程偏差應該是零的條#就可以表示爲 


13.5 第十 F 章利用攝動理論的控制設:計 157 


實際戒 行路续 



匿0 = [A]5r + krjdO - [- -[- h^dv r + 又5茂”& + 义6古 

. + f 沿， (13*35) 

4 / t=?i 

這就是導航問題的基本方稃.在以下备節襄，我們就耍根據這個方程來討論導航問題. 

13.5 關車條件 

方程 （13.35 ) 爲任意的擾動 量所設 的條件，可以分成南部分 :爲了 滿足這侗條件，我們 
可以讓方程中的和數和積分分別地等於零.因此，在正規飛行路綫的關車時刻 L 應當滿 
足的條件驮是 

[Zi 打 + 押 + A 3 茂戶 + X^dVr + A 5 5t^ ff + ^6^^] *=ij = ^ - (13-36) 

旣然正規關車時别 I 只是一個標準的時刻，所以，它不一定等於實際的關車時刻 k 也就 
是說 

+ St lt (13.37) 

因此，爲了更實用的目的，我們就應該把方稃 （1&36) 變爲一個用寶際關車時刻的各個 ft 
所表示的條件/挪〗 〖，這 是 不難作 到的，因爲我們在條件 （13.35) 中只考慮到一階量，不難 
證明 




I 


\dt J 


叫一 ⑺ 4 


也就是 
類似地, 


( 扑 ) t: 紅 = {T)t^t x — O-L — ( 云 r)t [ 、打 i. 
'(^6)^ — (0)(=^ — (&)t^ — (y^) t f 


(印 > t = f L = ( P ) t - t t — <3)(^ — (^) t = i ^ t Xt 

( 机 ) t = t 4 = (Vr)^ — (Vr)^ - (^>(^^1, 

( 办 = (^5)(=^ ― (云 e>t=h — (Gh %， 

= ($) t= tl - 05) ㈣ 一 ( H ) t = h st lt 

其中， P , 5 和 H 就是方程組 ( I 3 .11) 所定義的 F t G ^ nH 在正規飛行路餞上計算出來的 
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値.事實上，應該在正規關車時 M 4的舫 一瞬間 計算， 這樣訃 算的結果就包 
含了火箭的加速度力的因素，因而速度的變化率也就是阅動發動機的飛行的速度變化率. 
現在，按照下列公式定義/和 J : 

J = Wr + X16 + Hh 义 : W + A^ e -h 


J = [ A*r -h + 4- AJf> r 4- M 否] 


(13,38) 


這裏的 M 就是 \ 在正规關車時釗 L 的値 ， M 根據方稃 （ I 3 . 36 ) 在實際的關荜 

時刻 A 應該滿足的條件就是： 


J + WVr + + + A*F -h k*^ + n^] - I,) t 


(1 S .39) 


這就是確定合適的發動機關車時刻的方程. 

當正規飛行路棧已知時，7和方程 （1139) 栝弧中的數量也就是已知的 4 如果把 t 襖 
成 L 方程（1 3 . 3 3>的右端就可以眉作是一個時間 （ 的綫性增函數，同時，在關車以前的毎 
一個時剝，我們都可以用已經事先確定好的 C 値以及 K 踪站 （也就 是另外一個隨 時測董 
火箭的位置和運動狀態的裝置）測#得到的火箭 K 際位置和實際速度的數擄把/立刻用 
計算機計算出來.再用計算機把方程 （13.39) 兩端的兩個量不斷地進行比較，當這雨個最 
相等時，方程(1^ 39 )的條件就被滿足了.這時導航裝置就發出關車信號，火箭發動機也 
就停止工作， 

X 3.6 導航條件 

火箭發動機的關車時間總是可能比正規關車時刻 L 早一些或者遲一些，如果關車後 
不把剩餘的燃料玉掉，那末這些剩餘燃料的數量就會與標準値不同，於是火箭的重量 W 和 
轉動慣量/就要發生改變.另外，火箭的有用負載(例如，炸藥)也可能奥德準火箭的负載 
不同，於是，在發動機關車以後，就有了一個固定的和 A 這雨個偏若都不隨時間變 
化，而且只要一關車我們就可以知道這兩個數値.然而,實際大氣情况與標準大氣情況之 
間的偏差和的情形就完全不同了，這些量都是不能事先知道的， 只有 隨時隨 
地加以測量才能得到這些量的敦據，在以下討論中，我們假定火箭本身就能測量這些偏差 
量，這樣，我們就可以進行以下的討論. 

滿足了關車條件以後，要求射程偏差等於零的條件就是方稃（1 3 .扣)裏的檳分必須等 
於零.因爲被積函數的 h 裏包含有不能預先知道的任意擾動貴心， sr 和5此，所以，爲 
了滿足積分等於零的條件，我們就規定被積菡數本身等於零 * 按照方程組 (13.2 S ), 這個 
條件就是 

A 

( A4CJ5 + 4- + (^4^6 + 

+ (义而+义 5 石 7 + 4- (义而+义 0 a + h c aM 切 

+ + 义5% + % Cg )3 lF + = 0 r 

如果採用下列符號 

^5 = 

\ 办6 + ^$^6 ? 
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rf 7 =又咖 + ^5^7 4 - 义6(7， 

沒 S =义4^8 + 义5~ + 

D — ^ ( A 4 c ^ 4 - A 5 ^ g + 2 e q )5 TF 
這個條 件就可 以寫成 

这5杏 7" ~ i ~ ^&^p ~h djSl 1 

方程 （1119) 可以改寫成 



(13.40) 

—V 扣 5 /， . 


+ d^$w = £) ^ 

(13*41) 


a b 8r + ci 6 $p + a^T 4 - ^dw ^ A,] 

&/r + b^dp + b^ST 4* b^Sw = B t > (13*42) 

+ C ^P + c ^ 5T + c^dw = C f _ 

其中 


A ^ 
B ; 

c - 


dSv r 

"T7T 

ddv 6 

dt 

dd$ 


— d^d r — (i^Sp _ G^SVr _ didv^ 一 QqSW t 

— b : dr — h 2 dP — b z dv r — b 4 Sv G •- b 9 dW % 

一 C\S r — — c^dVr c^Svq — Cf^STV - — c^8I 


(13.43) 


如果火箭的跟踪姑隨時測畺乂，石， c 道三個量 i 且 ，火箭樨帶的儀器又能把 仏， $ T^w 
古犯這三個量中的某一侗隨時加以測量，利用這些测量的結果，根據方程組 （1 S .4 2 ) 中的兩 
個方稃就可以把其餘雨個大氣情況偏差置用打和 巳知 的時間函數表示出來 (臀 如說，火 
箭上的儀器隨時把溫度偏差耵測量出來，再從跟踪站所測得的三個量 万， C 中選用 
A 和召兩個量，最後，利用方程紐13. 42 )的前南個方程就可以把知和咖是已知的時間 
函數和打表示出來).這個作法的實質也就是藉肋於火箭本身來確定知，^7^和_.這 


樣定出幼，打和灿以後,把道些量代入方程 （13.41 )就得出打的方程， 


Sr = ~[D ^ d^dp - d；dT - d s 5 iv ^\ , (13.44) 

利用這個方程就可以根據當時的 a , 5, \以及牵 B ， C ， D 求出打在每一時蓟的値.已 
經織， 道些 L ；>, c 和 A ， B ， C ， D 中有一部分是可以预先根據正規飛行路綫訃算出來 
的，另一部分是跋踪站根據對於火箭的位置和速度的測量而得出的.在很高的高度上空 
氣的密度很小，所以，那些空氣動力比起重力和慣性力來就小得很多，幾乎是可以忽略棹 
的.這時，方程（13 ] 3)的 A , B 和 C 都是一些很大的數量之間的小差數（譬如， 心就是 f 
和 r 這兩個大數量的差數），所以，很 L 難把這三個童精確地测： ft 出來.如果在實際飛行中 
使升降舵就按照方程 （ lHi > 的規律運動，並且按照上一節的辦法在適當的時刻關車，那 
末，谥管實際飛行情况與標準情況之間有各種偏差，火箭還是在規定的地點着陸，這樣就 
達到了預定的 H 的：射程偏差等於零. 

13.7 導航系統 

當我們根擄全盤的技術考盧把飛行路綫的一般特性選定以後，第一步工作就是根擄 
標準大氣的性質以及標準重量的火箭的預期的性能把正規 飛行路 綫計算出來，關於正規 
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飛行路綫的知識使我們能够把那些\ L c 也都確定下來.根據方程 （13.26) 以及方稈 
( I 3 . 33 )的終點條件就可以算出所有的伴隨函數 A . 以上這些資料在 A 箭的贲際飛行以前 
就必須準惝好，這些費料可以稱爲(寧. 

在發勤機關車以前，可以讓升就按照與正規飛行路綫相同的程序進行運励. 
同時谀靠尾噴管或輔助火箭發®機來維持火箭的穩定性.跟踪站從火箭起飛的時刻就開 
始工作，它隨時把火箭的位 s 和速度的賣料禮到火 茹上去 ，這些資料就被送:到關苹訃算機 
裏去，關車計算機利用這呰賢料以及 B 有的儲存數據，把關車條件方程 （13+ M ) 雨端的兩 
個最不斷地進行比較，當關車條件 U 3. S 0) 被滿龙的時候，計算機就發出信號使發動機關 
車. 

在關車的時則以後，跟踪站送來的資料就改送到導航系統的舒算機(導航訃箅機)中 
去，而不再送到闞車計算機中去了.在關屯時刻的同時也把剩餘的燃料最確定下來，從而 
定出重量 〗 r 和轉動惯贵/與標準値之問的偏差抓 7 和根據這些赍料以及由 TWiL 飛行 
路綫計算出來的儲存數據，導航計算機就桉照方稃 （ IMO ), <13. 43 )和 （ is . 44 ) 算 ft 升降舵 
角的應有的改正贵行.從理論上講，計算機收到賣料時就必須立 剡把打 算 m 來，不應 S 
有時間的遲延，因爲方程 （13.44) 是雨個量在同一時刻的値相等的條件，訃算出來的忭 
與從正規飛行路綫訃算出來的已知的？合併起來就給出 H 際的升降舵角應取的 te r = f 
+叶.根據這個信號 r 來轉動升降舵的控制機構就可以用普通的反饋伺服系統的方法加 
以設計，使這個機構在反應速度,穩定性和準確性上都能繭足耍求.這樣一個導航系統的 
大致情形可以用圖 13.3 來表示， 

這裏所用的計算機都是安裝在火箭上的，它們從沿着飛行路綫的一些固定的地面跟 
踪站接收到關於位 ffi 和速度的賣料，正像圖 13.3 所表示的那樣，這:就是整個控制系統的 


眼踪安料 



跟除费料 
圖 13*3 
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反饋部分，這裏，一些適當地設計出來的計算機能够使系統具有規定的性能，它們的作用 
輿普通的伺服 -T: 統裏的放大器或 S 償綫路的作用是一樣的.所以，從總的基本槪念上來 
看，導航系統與以前各章研究過的普通的伺服系統是非常類似的，可是 ，尊 航系統足一種 
很複雜的系統.花它的設計工作中需要用到彈道攝動理論，因而也牽涉到伴隨®數的槪 
念.這個長距離火箭的導航問題的例子，雖然簡化得有些過分，可是，還可以用來說明怎 
樣用彈道攝動理論來設訃控制系統的問題，在這樞例子裏，只有使射程偏差等於零迠樣 
一 個設計耍求.在某些31復雜的系統裏，往往會提出若干個設訃要求，因而也就需要若〒 
組伴隨函數.雖然如此，設計那些系統的原則還是和所講的節單例子相同， 

13.8 控制計算機 

雖然我們並不準惝在這本書裏討論控制系統的某些元件的詳細構造和冇關的技術問 
題，但是，在比較現代化的控制系統中，奸舉:寧的作用非常重要〈在第十章關於最優開關的 
討論巾，我們第一次提到計算機的問題把它們的特性和它們的要求在這裏一般池 
討論一下或許是洽當的.至於詳細的情形，_者可以去鸯閱關於這個專門問题 的書' 

常用的計#機有兩類:一類是準舉爭葶瓒，另一類是擎宁^葶準. f >正像 
它的名稱的含義一樣，是設計者所問題的一個’哗•寧寧寧+所•笕機也 
就是以下的性質的一個系統:描寫這個系統的數學形式 (譬如 的運動方程)和需耍進 
行計算的問題的數學形式相同.這種計算機的轍入總是某嵇物理 fl 的値，例如，電 ffi , 電 
流，一個軸的轉角的度數，一個彈費的壓縮量等等.計算機按照它本身的構造的物理覘 
律把這種輸入轉換成作爲轍出的其他的物理 fi , 計算機的構造當然是設計者爲了彳 
寧)預定的數學形式<或計算程序)而特別設計的.所以，在控制系統中，模擬計算的^ 
又就是铍控制系統的某幾個物理 景的測 量讀數/計算機的輸出就是一些命令佶號，這些命 
令倡號破直接送到那些被控制_&的個別的伺服系統中去. 

與槙擬計览機柑反，擎 f 是用計數 ( 數値計算)的方式工作的，問題的數擄必 
須用數字的形式放到計算*^裏'去\ *計算機就按照筧術的規則以及其他必需的形式遲輯的 
規 fllj 根據輸入的费料進行計算，最後，把計算的結果(輸出）仍然用數字的形式表示出來. 
如果採用這襌計算方法，就#產生兩個很重要的結論:第一，必須適當地設計喂(也就 
是送進輸入信號和送出輸出信號的裝置），設法使數字計算機的 ff 邏輯世界/與控制系 
統的“物埋世界”之間建立一種合適的轉換關系，也就是說，轉換器必須能把具體的物理量 
化爲柚象的數字，&能把袖象的數字用具體的物理景表示出來，第二，必須把需耍訃算的 
P 3 題明確地用數學方式(計算程序或方程等)表達出來. 

在模擬計算機的情形裏，問題的性質(數學 性質） 巳經被計算機本身的構造决定了，也 
就是說，只能解决某些數學性質與訃算機的構造的數學性質相 N 的特別的問題.可是，數 


1) 參閱 Eiagifleering Research Associates， ^High-speed Computing Devices/’ McGraw-Hill 
Book Company, Inc” 19S0, 關於 S_ 流被齡計算擬，請銮萌 C A* Korn and T* M* Kote, «Elec- 
tronic Analog Computers, j, McGraw-Hill Book Company, Inc*, New York， L952, 參閱 
第 3 卷及 [2?L 
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字計兑機的構造就並不是山某一個特別的物理問題成肃某一類物 理問題 决定的（模擬計 
算機就姓那樣的! h 而娃由解决1 一類訃算問題所耑耍的邏輯规 刖所確 定的.（請注意訃 
算的邏輯規則 W 同的問題茈不一定是數學性質扣同的冏 mi ) 

把敫字計算機和模擬計算機作爲控糾系統的 X 件來加以比較，首先，我們就會看到, 
對於簡單的控刺問題的應用來說，模擬計算機幾乎總是比歟字計算機簡便得多.即使是 
最簡眾的數字計算機也包含下列幾部分:气卜聲苹 a ， 寧夸暫停 ㉟ 華寧，摩，装 s ， 輸人鸭墒 
寧和學 ㈡ 愣毕爭，對於簡 m 的控刺問題乘 k ’，]■ / m 

反地，模扳計算機就不需耍這陡不必要的複雜.以前已經講過，普通的伺服系統「卜的補惯 
棧路實質上也就是這樣一個校擬計党機. 

當計算問趄更加複雜的時候(例如這一:草所討論的導航 問題的 情形)模擬計箅機就失 
去它的優越性，同時我們又町以宥到兩補計算機的第二個根本的區別，模煺計算機是問 
題的一個物理模擬裝置，所以,計笕叫題越複雜，模擬訃总機&就 M 龜雜，如杲它是一個榄 
械系統 ，那末，系統中的齒輪紐，球盤 M 分器的個败也就越多，而1丄遗需®增加其他的裝 
蹬; 如果模擬訃算機足電氣的，那末，系統中的放大器的個敕也就要越多.花機械的情形 
裏，齒輪和接頭的間隙總是不可避免的，酏然在簡單的情形裏這撺恶響都可以忽略，可是 
當系統越來越龐大的時候，這些效應就逐漸增加，增加到一定的程度以後，系統的總間隙 
(或者稱爲“遊隙”）就會比重耍的轍出量還大，於是這個計算機就 毫無用 虛了，在踅氣的 
情形裏，在電路中 總是宥 隨機的電磁干摄和噪聲，3些作用也同樣地會隨着系統的增大而 
增 加起來，最後可以把有用的信號完全淹沒抻.因爲扣對地講，噪聲的影響遠不如問隙邠 
樣有害，所以，電氚模擬計算機可以比機械模擬計算機複雜得多，但是,終歸還是有一個限 
度，與此相反，歟字計算機完全不受間隙效應和噪聲的影響，數字計算機所能處理的問 
題的複雜程度也沒有本質性的限制， 

模擬計算機與歟字計算機之間，第三個重要的區別就是可能達到的準確度.在模镟 
計算機裏廣於各個冇關的物理量的测景机處理總冇一定的誤差，而且根擄一些埋想化的 
物理定律來表不或設訃 K 際的物理系統也必然有誤差，所以模擬計算機的準確度也就受 
到限制.在實際情况中，最好的模擬計算機的準確度羞不多是1/10000,呰通的榄®訃笕 
機只能 準確到1/100或 2 / ioo . 對於某些具體间題來說，這種準確度已經够了，對於另外 
一些問題這種準確度就完全不够了.相反地，數字計算機所處理的是數字，所以，耑要多 
麼準確就可以作到多麼準確，如果希荜提高準確度，我們只嬰把代表每一個被處埋的贷 
的对效數中的位数增加就可以了，當然，整侗訃箅機的荜確度由於轉換器的準確度的限 
制也還&有限制的，但是，這並不能改變這樣的事贤在需嬰準確度很高的情兄中， 數字計 
算機總是比模擬計算機好得多* 

兩類訃算機之間還宥第四個不同之處.我們可以說，一個模擬訃算機是在“實在的時 
間”中工作的，這&就是說，它迚績地給出它所處理的問題的解，而且，在毎一個時刻這個 
給出的解都相應於在同一時則進人計箅機的所有的輸入値.與此相反,數字訃算機的 X 
怍方式是：把問題先化爲數値計算的問題，然後:解這個計兑問題的一個明破的“邏輯 


a 
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模型' 所以，數字計算機 R 能在一系統離散的時剠上給出輸出的數値，不佴如此.间爲計 
总過程甭要花费時間，雖然這個時間很短，輸出還是落後於輸入的，因此，就發生了兩個 
問題：第一，如何用把各個離散時剠之間的輸出確定出來？笛二，如何根擄已有輸 
出値用苹卜毕預卜輸出値，從而可以避免輸出的時滯.很明顯，如果計算過程所用 
的時間制系統的時間常數小得很多，就不必考虛预卜問題，同時也就可以認爲計算 
樺足在“實在的時間”中工作的，在這一點 t ， 現代的電子數字計算機對於前面所討論的 
長距離火箭的導航問題來說似乎是足够迅速了，但是，對於高速度的導彈來說，電子計算 
櫟的時滯的影響還必須在控制系統的設計中加以考盧. 


第十三章的附錄 

攝動系數的計算 


『^和丑是由方程組（ 【 3.1 4 )所定義的，它們包含有參數2，， A 和 Y, 极據方程 （13.2) 和 
(1113) 所給的定義，這些參數可以寫成下列 形式： 


% 笋， ] 

W 

A =* X hpAC L ^v ； + (v e + w) s , 

A 。晷 + PAC d sTv ； + (v e + w) s t 

^ ^ 2 - pAC M {v^ + (v e 4 - w) 1 }, 

其中的空氣動力系數(^和 C M 都是冲角 \ 升降舵角 r， 馬赫數好和霄諾數 
氣動力皋參數飛行路棧的各 MM 顯然有以下的關係： 


(13,45) 


Ee 的函數！這些空 


tan^f_J^V M - -L- 3 Ee « 03 46) 

\ v $ ^w J a ( r ) 3 ju ( r ) 、’ ’ 

其中是空氣的音速， Kr ) 是空氣旳粘忡系數，這兩刺铯都赴高度 r 的澠數.在以下的計算中，推 
力 SMM 作是髙度的函數.我們也假定空氣在各個高度上的化學成分都與標準大氣的情況相同 ;贿 
密度 p 和溫度 r 與檩準値不#1同，所以，在任意高度上 a 和^■的偏差都只杂由於溫庞 r 的偏差而產生 


對於2 來說: 


所存其 © 的偏缚數都是零 4 
對於 △ 來說: 


&Z ^ g &S 52 S 

~dr ^ W 7 dW 这一兩 4 
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M 要*方程 (〖3, 48 ) 中用 A 代替 il ， 以 Q 代替 C L 就可以得到 A 的各個偏導數， 道衷不 再筇出 


對於 V 來說: 


dN_ 

dr 


P dy 


Tr ( 


Re ^0 
dTe 


1 dw 
V £ dr 


He 


dC ^ 

丽 


Re dC^ 
aHe 


{v e + w) 




_ M ^C M I da 
一 "5IT IT 'dr 


He dC M 

a ■ • 


C M 6 R e ^ 


1 dp \ 

^ Wr 


a,v 

^7 

a.v 

a A v 

dN 

dr 


N ^ (5 + 


\C M "dM 


JU dC M 
dlic 


1 ^ 
C M ~d^ 


N ^ 




: Re OC 


dC 


•UC , 0 , 1 〜 M V r 

C M dhe C M du 


丄 a 。 

C M da 


( 13,49 


qc m 

dr 7 


d\ 7 

dW 

dT 


—N 


\ , Re dC M 

1 + C w alic 

M dC M 1 
C ^ dM w 


Hi 9C W _1 

C^f dRe /i 


i 备) 



I — J 


Vi 

Tli /L 

3 一 3 




;5 


13,8 


第十三章利用攝動理諭的控制詨計 


165 




dF 

■产 

如 r 

6F 


十 


3 A 

^7 




A + (v 6 + io) 


d 


A 


dA 


v 


dA 

dv t 


3A 


Vr' s 


dv 


2 


Q 


伶 ±4 



■ dF _ 

✓ ， ^ dA 

dA 

= 

dr 

(〜 + 仪 ，） ^jT 

Vr dr f 


dF 

(v e ^ w) 

dA 

% = 

" ~^P ~ 



dF 

/ ^ s dA 

( v e + 

dA 

a 7 = 

dT 

~ Vr dT 9 


B 


a 


dF 

Ow 

dF 


A + + w ) 


a£ 

dw 


v 




dw s 




炫 sin p + (v 0 + w) 




dW dW 


= ^co, P -, r 竺 


dW 


v. 


&A 

aTF 


I 

J 


b 


5, 

6 G 


dr 


— 2 


d; 


字 A — ( r e + w ) 

dr or 


r a 


dA f 」 4 、把 
而一⑷ + 切） 




l ^ = S：^ 

， dG 


i dA x . x dA 

_ A 一 v n ; 一 w 〜 


2 


ai ^4 


^v e 

m 

百 

dG 

亡 p 

6 G 

dT 

6G 

Wiv 

6G 


v r - A - (^ 


抝 ）: 


dA 


v 


e 




r 


一 v r 


dA 


-(、+ u ，） 


d\ 

瓦， 


+祕严 


r dp 


Of> 


dA , i rt 、的 
^ W (〜 + W ) 犴 


v 


dA_ 
r &iv 


A - (v 0 + w) 


aA 

dw 


d2 0 dA , ^ .dA 

刊广丽 ccs 卜 ％ rr (〜+ 切) 丽. 




dH 

dr 


B 


r 


s 


as 


Z cos 卢一 v r A — (v e -h 切 ） A — 2% (。士 C 

2 別 


1 

I 


V-*-i VJli f _ \ 

cos ^ - v r - a — - + w) 


d\ 

"fi7 


+ # A + 

dr 


6A r 

石， 


c 


s 




c 


ft 


en 

Of 

dH 

dH_ 

Ov 0 

dH 

'ar 




r 


[— 2 幻 n 卢 一 w + 疋 ） I 十 






dN 

刼 」 I <， 


4 [- 
4[- 

4 [- 


A 


v 


dA 

dv. 


- (n + ^) - 2 ± £3 


dN 

dv- 


v 


dA 


dv 


$ 


A - (4+ w ) 


&A , 
v ^6 r -^ 


tv) 


5 A 

*dr 


dA ^ 

dr 


- 2。- 
rj 


dN 


dv 


9 


(13,50) 


卜 C13,5I) 


(13,52) 



dH 

ap 

1 

r 

[- 

dA 

, 丄 ,aA i 

+ 吟扣」 

1 dN 

dp ’ 



dll 

s -._■ — a 

dT 

[ 

R •-- 

r 

[- 

dA 

n ■ 

r 0T 

-( 〜 + 切 ) H 

6N 

+ dT p 



■ dll - 
dtv 

■ 1 

■ ■■ 

r 

[- 

dA 

^ _ ■ 

r dw 

■ 厶一 （ v $ 十切） 

a«：] + 

dN 

dw $ 


dH ^ 

1 


cos § ■ 

dA f 丄 


丄 dN 

C 9 = 

dW 

r 

[dW 

- r w — (〜+ 

~ 派 _ 

+ dW f 


dH 

6N 





61 

dl 

t 







發動機闕車以後，推力 S 就消失了. 閃此 ，在 t >匕時，2和2的各個偏導數都等於零. 




第十四章 

滿足指定積分條件的控制設計 


在前面幾章裏，我們主耍從分析的觀黠去討論控制系統的設訃問題，那就是，首先假 
定了系統的結構，然後找出系統具有什麼性能. 

在上面一章裏，我們第一次引入了一種不同的、更爲直接的觀點：我們首先揞定某些 
性能,然後尋求能够給出所要求的性能的控制系統.本章内，我們將把這一原理用到任意 
的系統，這種控制系統中，希望被満足的性能準則是用破控制量的橫分表示的，結果得到 
一個非常普遍的微分方稃來表示系統的性能，一般說來，這是一個非綫性的微分方程.按 
這種原理設計成功 的控 制系統通常就是一偭非綫性系統.這裏非綫性的性質，是有目的 
地用來 使系統能給出最優的性能， 

我們把满足指定橫分條件的控制設計的數學原理敍述加下:在控制系疏裏，我們引入 
一個或者若干個外加參數.這些外加參數是人爲地加進去的，而不是由控制系統内在的 
物理規律所確定的.由於系統必須滿足所有那呰揞定的積分條件，我們就可以得到决定 
外加參數的條件，然後通過安裝在系統裏的計算櫟使這些條#實现，這種控制設計原理 
首先由勃克淼包姆和胡德 (R. Hood 产提出.在下面的討論中，引用 了這兩 位作者的一部 
分工作， 1 

14.1 控制的準則 

假設V代表系統的酴出.我們有理由認爲：控制系統的總的工作性能的量度可以表 
示成1/的某種函數/對於時間的積分，於是性能準則就是這些搶分取極小値 （min)， 或 
者這些積分等於常數値 (const); 也就是， 

乂 = const 或 min (14.1) 

或者，特別地， 

f \y — y^dt = const 或 mrn^ 0 - 17 ^® 81 , (14,2) 

Jo 

其中匕代表過渡過程終止的時刻，心表示指定量，或者袷望輸出 fiV 能到達的量*方稃 
(14.2) 表示 ：在誤 差產生的這段時間間隔內，測量出誤差的平方的總和，也即怙計對於 A 
的平均平方誤差.另外一種類型的準則可以要求過渡過程經脎的時間最短，或者等於一 
個常數;那就是， 

/Cl 

I dt = const 或 min , (14.3) 


l) A* S* Boksenbom and R* Hood ； NACA TR 106 & (1952) 4 
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X 程 控制淪 


14,1 


假設僅僅採川單獨某一個惟則，比如方程（14.1)，結果會得到 f ( y ) ， const , 闵拐耍是沒 
有另外的準则加到系統裏其它變最上的話，這個帖論是合理的， 一 般說來 Hv ) 可以等於 
常數値.通常、系統裏另外那些變最受着一定條件的限制，這些條件必須包怙在最初的準 
則裏.例如，可以寫出像下面一類合適的準則： 


當 



— y s ) 2 dt = min 



f(z)dt =2 const. 


(14.4) 


例如， V 代表發動機的速率， z 代表燃氣輪發動機的特性溫度，準則（14 ] >限定要求設訃 
出來一楢系統，這種系統對於某個特殊的溫度積分 ffi 來說，速率誤差的平方對時問的祐分 
取極小値.假設巳經知道了在一定時間內所能容許的起溫條件，並丑希望花過渡過程襄 
保持平均速举誤差最小，例如這種情形就可以採用上述的準則.其中那個包含2的稷分 
表示加到燃氣輪發動機葉片上的總熟量. 

通過普遍的理論將會證明:可以根擄需要而擬定出不論多少像方程 （ )至 （ I 4 * 4 )那 
種類型的準則，並從而推導出一侗能够自動地同時滿足所脔道些準則的痊制系統. 

控制準則的另外一方面是關於方释(1 4 .1)到<1 4 . 4 )屮嵇分 的上限 問題.必須選取這 
些積分等於極小値或者常數値的時間間隔 * 一個合理的時間間隔是這樣一段時間：在這 
段時間内，那些主要外干擾等於常數値，並且控制系統由一個主耍運行狀態過渡到另外一 
個主要 a 行狀態.主®外干擾是指那種干擾，當系統遭到這種干擾時，不可能即時加以修 
正.如果在準則成立的時間間隔內有主要外干擾出現，那末根本不可能設針成功一種碓 
實能够實現的系統，纪能够預料到這個干擾，以便在干擾發生以前具有適當的性質 • 所謂 
一個主耍運行狀態僅僅是指那些連績變景的某一個特殊狀態.關於噴氣發動機的 情形， 
可以用一個一階的微分方程來描寫過渡過程的性能.機器的速率决定了運行狀態.假使 
必湏考慮燃料系統的影響，或者假設溫度的變化不是立刻反應 s 速率的變化，那末就要同 
時；I]機器的速率和加速率來描寫機器的主要狀態.我們立刻就會 看到這 一切. 

無論用那種 設計方 法得到的控制系統，都必須確 w 能够實乳這個問題育兩方面，笫 
一，可能給出的是任何系統都不能達到的準則，或者給出瓦 w 矛盾的準則 • 如％採用了上 
述準則，那未這種不現實性可能有兩種情况，第一種情况是：這種準則也許能作爲將东對 
控制系統的要求，但是現冇的技術是作不到的，第二種情况是這種準則使得某些微分方程 
的邊界條件得不到滿足.在許多情况下，只要對所採用的準則和控制系統瞭解得很淸楚， 
就能妨止這類矛盾. 

關於控制系統確實能够實現的第二方面問題是純粹的數學問題.我們希盟把滿足控 
制準則，並且滿足由這個方程引出來的所育邊界條件的控制系統或破控制系統給以描寫 
(用一個微分方枵來描寫）.雖然問題的數學解答可能是這個微分方程的某種微分或為情 
分,可是這個問題的物埋解答要求自己滿足邊界條件，而且不出現米確定的拟分常 u _像 
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這種形式 


和 




y ^ cx, 

用來描寫控制系統的某些部分時，就不一定能把這兩個式子看作是等價的.因爲這兩種 
形式有一個未定積分常數的楚列.對於穩定的綫性系統，這個積分常數影響非常小，但是 
像這裏出現的汫綫性系統，我們就必須考慮這個常數的影#. 

14.2 箨定性問題 

. 穩定性的耍求是一棟特殊的準則，在過渡過杩裏，主嬰控制系統的設計中，並不考慮 
這一特殊準則，這撺情况像 h —章一樣，因爲系統 滿足丫 那些指定條件，整個系統 E 經具 
有合適的性能，用不荐考慮穩定性.伹一般說來，必須在系統裏加上一個稔定裝僵，這僩 
裝置直到過渡過程結束的時候才發生作用，因此這個穩定裝置將不曾影響到系統滿足其 
它準則*對於一個一階系統，這個裝 aw 以描瀉如下，當 


則 

對於二階系統，當 
則 



(14,5) 


(14,6) 


當這樣的一個裝匮加到控制系統以後.控制系統有兩種運行方式，這也耽是一個多 
方式的控制系統(參看 10.9 節）.當過波過程期間，主耍控制系統按照指定的性能運行. 
過渡過程終止時，再換到第二個系統進行控制，這時候系統具有方程 U 4 . 5 ) 或者 (^6) 所 
描寫的性質，保證系統最後處於穩定狀態,避免系統離開希望到達的運轉點， 

14.3 —階系統的一般理論 

根據前而方程 (111) 到方稃 （ H . 4 > 給出的那一類準則，我們可以按下面的方式把控制 
方程加以公式化:假設準則是這樣一些準則，耍求積分中的一個在其它積分都等於常数的 
條件下取極小値.按照變分法原理>上述準則是下面公式成立的充分條件， 

f(V)dt + J\y - + h f: hWdt + k £ h dt = min 

-h Hv - VsY + + hUt = niin. (M- 7 ) 

這些 A 是作爲可調整的參數而加到系統裏的任意常數， 徽)、 的具體數値要依櫨 t 面那 
些等於常數値的積分所取的値確定.在某呰約束倏件下求極値的一類問題，廣泛的採用 
了這種“ A 乘子”法.實際上，並不一定非要積分形式的條件不呵，變量之間是泛函數關係 
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或者微分關係的情形也可以用同樣的方法處理' 當包含着所冇可能的約束條件時，方程 
(14.7) 可以變爲非常普遍的方程.在最後的方程裏，如果不採用某個準則，那末相應的 
A 4 0. 假設某個準則等於零，那末扣應的 A 4 

如 喿控制 系統是一個常系數一階系統，那末 R 有一個基本的翰出量 K 變量 V 和^間 

Hy ， 織示 • 通常方程(14.7)可以寫成 


有一定的關係，用 21 



F ( y t y)dt = min , 


(14. S ) 


其中 F 是 V 和& 的連續函數，而1/是時間* 
的連績函數 * 我們注意，函數 F 不明顯地包 
含時間變數欠 

如果我們認爲是一個解，那就是說， 
y ( t ) 是所有可能得到的轍出裏的某個鞔出， 
它蔺足方稈（1 4 8 > 表示的條#,我們考慮 

一些解扒幻+ ^/(力),其中办(0 



是一個任意的函數， s 是一個数値很小的參 
,如果扒0滿足方程 （^8) 表示的條 



C 


那末 

r d r 


Ids Jo 

或 

dF 





F(y H - y + ^ Sy)dt 




Sydt 



^ dF 


dydt + F ( t ^)8 ti = 0 


(14.9) 


dy dy 

變分叫出現的原西在於：方程 < u . s ) 裏那個積分的上限並非固定，而是在圖 （1 U ; 表示 
的曲綫 V = / G ) 上變動' 這就是前面討論過的從一個主耍變畺運行狀態過渡到另外一 
個狀態 W 邊界條件.用部分積分法，方程 U 4 . 9 凝成 





dF 
Idy 


d 


dt 


dF 

如 /■ 



dF 


占 2 /( 古 l ) 一 


dF 


dy/h - ^ \ dy/o 

由於末端滿足的條件，很容易 計算出 物 ( t ) 和之間的關係，邠就是 

ydti + 办 (M = 

然後把办 ( M 消掉，因爲扣是任意的，我們得到 


51/(0) 4 - ^ 0 



亡 1 


0 


， dF 

-dy 


d 

dt 


dF 
dyL 


dydt = 0 


(14.10) 


以及 


dt , 


Fiti) 4 - ^) Wi) - 泠 <u 



:- O (o ) 


o 


(14.11) 


1 ) 饲如 C Lanczos，“The Variational Principles of Mechanics,University of Toronto 
Press, Toronto^ 194 6 或參閱 [S9]. 

2) 這就是通常笔爲端鼬不固定的链分問 
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方稃 <U8) 巾，那一段時問間隔，破考虑爲系統從 t MS 主耍運行狀態過渡到另一個狀態的 
時間；在 這棰情 况下，系兢變數V從一個固定値變化到另一個固 定値. 那末曲綫& = fit ) 
必須是一條电綫，這條 e 綫的方程是/(灼= con^t, 因此 f 


3"(0) = 0, j 

m ) = o + 1 


(14,12) 


於是方程 〈 M .10) 和方程 ( H ， ll > 變成 

— d (dF\ 
dy dt \dy/ 


(14.13) 


以及 



是有限數 F ( t ,) 



(14.14) 


闶爲卸(0> = 0,常 t = 0時，並不一定要求方程 U 4 .13) 成立，唯一的條件是： t = 0時 

是有限數，而且1/運續變化.一個新的過渡過程開始時，< A ( dF / dy) r ^n 
( dF / 时)可以不連續.因烯方程 （ lm ) 的緣故，在其它點山 dF/dy 將是連 


續的. 

方程 （103) 表示滿足方程<1 4 .8> 那個條件的變量 V ( t ) 的微分方程.通常把方程 
(14.13) 叫做變分問題的歐泣-拉格朗 U < EuIei _- Lagrange ) 方程.這袅所考慮的問題巾， 

菌數 F 不明顯地包含時間變啟 t . 於是我們可以立刻得到方程< 】4 」 3 )的一個第一積分. 
方程(，4 ]3 )的第一積分屮，滿足邊界條件方程(1 4 .1旬的第一積分具有下述形式， 

F(y t y) = V^. (14*15) 

dy 

把這個方程對時間 （ 微分，我們得到 

dF - . ^ dF •- dF . , d j dF\ 

^~ 彡 + 彡 = v ~^~r "f* y ( A ,jf 
dy dy dy at \dy/ 


旣然在那些 2/, 扣，等連績的地方，下面公式成立， 


V 


■ d [ 

Sdu 




那宋，或者 I ? = 0,或者滿足方程 < im ). 但是逋常在過渡過程中》不會等於零 〈也 即無 
論在任何時間間隔內不恆等於零），於是由方程（111 3 >和(1 4 .⑷所描述的的兩個必 
須滿足的條件，可以用單獨一個方程 （ HU ) 代替_ 

這樣-來，方程 （ HIS ) 描述了 ？ f 際上可以實現的系統，系統具有下述性質：當外干擾 
等於常*，系統從一個主要運行狀態過渡到劣一狀態這段時間間隔內，系統將曾同時自動 
地滿足那些 包含在 厂裏的準則.在過渡過稈終了的時候 j 達到終了狀態，這時必須把一 
個穩定裝置加到系統裏;方程 （14.5) 就描寫了這樣一個埋想裝置， 

14.4 一 般理論對噴氣發動揆的控制的應用 

關於噴氣發動機控制設計的一般惝形，發動機的速串 W 决定發動機的主要運行狀態, 
它是彼控制的量.結果.興它適當的特徵<例如 推力） 也就决定了.發動機的限制條伴是 
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關於超速，超溫， m 縮機的浪淸，燃燒室的熄減令 A 表示指定的 速率. 

輪機裏的溫度， p 表示壓縮機出口處的壓力，於是可以用下 述嵇分 表示發動機的性能準 
則： 

控制速率' 

超速 

' MT ) dt ， 溫度容許的 t 限和下限 

> (14. Hi ) 

壓縮機浪湧 
熄減 

升起的晓間， 

道些被嵇函數的性質如 W I 4 . 2 所示：贵 P — £ K #> 是腿縮機出口處 的壓力 超出安 仝晞力 
而發生浪湧的總:适，扒们表示對於浪■湧以下的安全値，是每一個發動機速牵所對應的腿 
縮機出口處 K 力.燃燒室熄滅的情祝可以用同樣方式處琿.升起的時間是系統從一個主 
要運行狀態過波到另一狀態總共需要的時間， . 

這裏和第節談到過的噴氣發動機的情形相似，綫性化以後發動機的特性吖以表示 



0 



UP -9(N)]dt 


f 5 [P — h(N)]dt 




以及 



dt 



如下: 


T = aN + arA > > i 
P = bN + cf ， 1 


(14.17) 


其巾 t 是發動機的時閊常數.將這些關係式代到方程 o 4 . ⑹的错分裏，我們看到它們全 
都有下面的形式： 


fh m 昨 t , 
0 


其中/是 w 和々 的連續函數， w 是時間〖的連續函數_ 

14 . 5 溫度有一定限制條件的速率控制 

當控制速率的時候，如果 R 把誤芫考慮成最 蜇要的 因素，準則就變成 

X 6i 

f(N — N s )dt = min, 


於是，方程 （ u . 15) 的控制條件簡單地給出 

fi(N — N B ) = 0, 

巾於 A 的性贯 ， Y =兄.這個結果表示:犴發動機的性能沒有受到其它限制條伴的情 Tt 
下，這裨速率控制將侏持速率誤差恆等於零，然而只宥允許溫度胝限升芮，才叶能贺際 ii 
到 h 述要求.這個結果和前而的方秤 （ mshl [後不一致，花那個方稈裏… v 並不坫一倘 
時間的不連續的闽數.這個例十是…般 ㈤ 題的一稀顯然情形 • 但是這侗結渠指出必須附 
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帶有另外的準則才能給出實際上有意義的系統. 

現在假設控制速率的問題中，把誤差和溫度容許的上限和下限合在一起考慮，於是 

y 广 lfi(N ^ N s ) + lUT)ldt = min, (14.18) 

所以厂= h(N _ N e ) + A / 3 ( r ), 由於利用方稃 （14.17)， 方程 (14.15) 铤成 

UN — N 9 ) + IUT) = Aar^/ ； (r> 4 (14.19) 

這是過波過程的控制方程.赏過波過程終止時，理想的穩定裝置發生作用，所以當 

N = N a ) 

S #， 就冇 > (14.2 U ) 

泣= 0.] 

方程 (14.19) 和 (14.20) 描寫出整個控制系統的性質，所以我們可以設想，布一架計算機安 
裝在系統裏，它由測量機構獲得冇關汉和7 1 的資料 T 貯藏有夂 a ，和 r 的資料，以及燃料 
速率和 K r 之間的聯系，然後根擄方稃 ( im )， 產生適當的燃料噴射率的信號，當况即 
將到连時，穩定機構參與作用，所以過渡過稃終止時方程 （14.20) 自然滿足.一般說 
來，控制方程 (1119) 屉非綫性方程 T 計算機不可能是綫性元件，不像簡單的電阻電容綫路 
那樣. 


174 ^ 控 制 論 H.5 

• 1 | — I p — ▲ • > - - - - - - — 一 ^ 

作爲-徊例 - f ， 考虛下述情况，常 T > L 2 ir ^, h ( T ) = (T 一 心广， 當 Td 
UT ) = ( L : ^ T )\ 通常 ，次敌 w 必頌大於 1， 因 爲如果 n < l , : T 可以是 無限大，這梂 
即使積分 

f h U ( T)dt 

J\i 

是 HI 的，將使 iV 不連續，這不符合實際情況.权討論中，令 n = 2,並且令 f : (况一 i ^)--- 
0 n 所以我們又以對於給定値所發生的平均小方誤差作爲誤差的董度 ，於是 
程 U 4」9) 變成 

iK_: N j + (L — aN) 2 ^ ( 14 . 21 ) 

n 

在這個式子襄:加速率的情形,或者當 Y < 2 V S ， 

汶>0，以及 L = L 2 ; 

減速率的情形，或者當 W 

^<0 T 以及 L = L u 
控制系統的方塊 ia 用圖炭示如下： 



队是 m 正的發動機速率、假定我們考慮減速率的情戈 在 過渡過栉中，兄一兄 
是正的，計灯機和發動機伺 M 系統之問的開關是閉合、從計算機發出的信號起养作用.訃 
算機根據方稃 ( 】 m ) 產半信號在阖 ii .3 屮用一個直角三-角形邊畏的關係描嵙信 
號之間的聯系.發動 m 伺服控制系統耍設計得使錢動機儘可能服從計算機所發出的倍號 
㈣ • SK 要利川圖巾所表示的放大率很高的綫路就可以連到 H 的，當速率誤差的値變 
得 非常小的時候，計算機就濘止發出信號，於娃系統的穩定裝置將保證系統保持指定速率 

而處於穏定狀態，於是系統滿足方程（！ 4 .加购條件. 

控制系統裏 f - 『一侗可調整的參數 A . 對於任意一個給定的 A 和得到的赵溫秸分來說， 
這個系統將會使速率誤盖平方的祯分 M 小値. A 的値確定超 溫楨分 的値.我們考虛 
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( iWL 這. 争琴情卞，那就是，與溫度的限制相適應的加連率或減速率是服從方秤 
(1117) 的，有 S 意到，花這個特躁例子裏，根擄方程 ( Id ) 的控制條件，常〜=1 
時，々 = 0,所以並不需要一個額外的稔 定裝贤 ，圖中控制系統裏的開關也就町去棹. 
狂這一特殊情呪下，方程 (14,21) 變成綫性的，可以寫成 

E(L — aN) = ar.V, 


其中 


E 


a?X 


現在那些積分可以很容易的計算出來，例如，溫度積分是 



(T - L) 2 dt 



(aN — L + aTN ) 2 di 


(E - iy£ l - aNfdt 



t- 


= a\E- l) 2 1 (N, - NYdt 

o 





n\E - l) 2 / (N, - N)^ - 


dN 


■if 


o?r(E 一 l) 3 f Ne 

J .Vo 


(N, — N) 2 dN 
Ea(N^ — N) 




2 


(E -1) 
E 


(厶一 fl A 7 0 > 3 . 


於是得到 


T 



h 


(E - 1) 


9 


27? 


其中是過渡過程開始時的發動機速率.同硫，速率 w 分是 

f^/N - N , 



Tj — ( ils / 


ci 古 ■ - 


D 


225 ， 


假設 T max 是最高溫度，於是 


T 


max 


L 


L — aN 


E — 1. 


0 


從方稃 （ U . 24 )， 我們有 


Ea(N s — 2V> = ar 


d 2 V 

dt 


在過渡過程中，控制系統的特性時間用^表示， 


T 




r 

E 


(14.24) 


(14,25) 


(14-2 fi ) 


(14.27) 


(14,28) 


(14-29) 


這些方程的左端已經化成無景綱的形式了.最高溫度是過渡過稃開始時的溫度, 


當 S = 1(〗= 這時候溫度不起出，這與我們前面的敍述相符:當 A — 的時，表 
示超溫的積分等於零.速率積分等於0. 5 ,並且 f = r . 如果丑增大<或者; I 減小），溫度 
積分和最高溫度增大，而速率積分和時間常數減小.可以取 A 爲瓦的一個折哀値，或者 
^ = 1, 只要把 五或者 A 的値給定，控制計算機的程序也就確定了，於是可以進行控制 
系統的設計工作. 

對於方程 (U』l) 的普遍情形，稹分値計算起來弗常麻煩，但是可以採用同樯的步驟 
設計控制系統.勃克淼包姆和胡德給出方稃 （14.M) 具正的解答，那就是求出 t 的函數 
但是我們在這裏對於控制系統的設計並不着重在求得這種解.控制系統的全部赍料由方 
稃<1 4 . 24 >本身給出，因爲這個方程已經告訴我們應該如何構造控制計算機.如果根據那 
些條#做出計算機，於是就能保證得到希望的性能. W 對於時間的具體變化情况倒並不 
重要.因此我們的設1卜方法與其說是根據假設的方程的解去進行設計.倒不如說是“設 
計”弈綫性方程本身. 

14.6 兩個自由度的二階系統 
费於兩個自由度的常系數二階系統，方程 (14.8 >變成 

f : 2 )dt min ， （14.30) 

其中 y 和 s 表示輸出，且而對於時間變數 f 來說 y 和 2 是相互無關的兩個函數，使方程 
(U.30) 薪足的條件是，當 s = 0時， 

—/ F(y + y + 咐 ，§ + 娜， 

ae 


Z + &dz 3 ^ tSz 9 I H- €^8z)dt = 0 (14.31) 

方程 （14.30) 中積分的時間間隔由一個固定時 gl](t = 0) 開始，可是不是在某個固定時别 
終止，而是終止在曲綫= hit ), 7 j = Ut) t z = g x ( t) y 以及 5 = 汍 (O 上. Sij Ml Sz 

是任意的函數，自然是時間的互和無闊的函數， 

我們把方程 ( 1 U 1 ) 的微分運算寫出來： 


广 irdF 

人 Ldv 


y ^ y 




dz 


L/ # 



經過部分積分以後，我們得到 




(14.32) 


和前面的討論相類似，積分中被積函數以及邊界條件必須分別郤等於零，從給出的終止 
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條件，我們得到 


W,) ^ [/;(M ^v(tDWu I 

打(匕）= i>;(M — H ^) W U I 

從方程 ( i ^ 32 ) 得到的三個條件可以寫成雨個聯立的歐拉-拉袼朗日方稃 


以及 



(14.33) 


(14.34) 



6F 



+ mi ) 


^dF 

■邱 


d 

di 


d 


dt 


dF 
— ■ 

dy 


tr 

V 


d £ 

dy 


OF 

dF 


d 


dt 


(§) - 


dF 


t 


+ 
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方程 <14. S 4 ) 表示兩個微分方程的系統，這個系統滿足方程 ( IWO ) 原來給出的 準則. 這種 
問題的物理解答必須满足方程<14.34)，除此以外還要滿足方程 ( H .35) 的那些邊界條件. 
伹是，因爲 F 不明顯地包含變數^這一系列的條#可以加以修改：如果把方程( I 4 . 34 )中 
第一個方程乘以 L 第二個方程乘以、然後加起來，就得到一個全微分，它的積分就是： 


F 


5 F 




(14.36) 


因爲 F 是及和 I )的一個函數，把/卯和狀/邳未必會等於零，狀/邢也不一定是時間 

的常數函數，於是 4^- 一 (4^-) 不一定等於零.所以， 我們有 理由認爲在方程 ( I 4 %) 

dy at \ dy / 

中 

dy ( 0 ) — dp ( 0 ) = / J ( fi ) = / a (^ i ) = 0 # 

變量 2 也有類似的情形.於是得到一系列邊界條#如下： 

办⑼= 0 ，(亡 i > = 0 ，、 

^( 0 ) - 0 , fljt,) - 0 , 

5 ^( 0 ) = 0 , o\{ii) — 0 , 

5上（0) = 0， = 0， 

道些邊界條件&是與變量 y ， 和〗的起始値和終止値對應的條伴，但是過渡過利的時 
間明隔 h 町以變化.由方程（ I 4 . 3 ?)的邊界條件，方稃（ I 4 . 35 )指出方程 < H . 36 ) 右端的那 


個常數 C 必涓等於零.方程 （14.30) 的最後解答如下: 



3包且满足下而兩偭方程中的一個: 



{14,38} 


(14.3 D ) 


方程 （14.38) 和 （1 U 9) 表示一個系統的兩僩變量?/和^的微分方稃，它們是控制方程，也 
是設計計算機所用的方程. 

邊界條件 U 137) 確定系統由一個主耍運行狀態過渡到另一狀態的過渡過程的初始 
準則.這漾，如果方程 （ ItM ) 所表示的條件必須'郤成立，系統川一組固定的夕過 
渡到劣一紙固定的2 /， L L ^方程( I 4 . 38 )是一個三:将微分方程.方程 （ H 39 ) 是一侗 
四「皆微分方程.於是除了 Lz 和2的四個初始値而外，還可以假設一虮》最後的 y 
相應的 H 個値么 L 和匕 那就是，當?/ =仏時；汾=(}，3 = G ， 以及5 = 0. 還必須在 

系統裏加入一個穗定裝置，使得在終止點，滿足 

V = 0以及2 = 0 4 

我們看到，雖然上述情况比前面討論過的一階系統 K 爲複雜，伹是完全可以川同樣的辦法 
處理. 

14,7以微分方程作爲附加條件的控制設計 

用 y 表示被控制的主要變景， 2 是另一個變量，我們把它加到系統裏用來保證"能够 
真有所需要的性能(例如，^表示發動機的速率， z 是决定進入燃燒室的燃料的爐門的坐 
楞），系統固订的動力學特性給出一個1/和2之閲的關係式，一般說來，這種關係是 一 個非 
綫性徽分方程,比如說，是一個二階微分方程 

QUJH t) = 0, (14.40) 

比如說.杜過渡過程中 V 的性能規定成， 

J: f(y)dt - min , (14-41) 

方稃 （1 U ) 的誤弟積分，就可以當作這種類型的例子.這裏問題在於求出同時滿足方程 
(14. J 0) 和 （14.41) 的控制方程. 

數學上的問題就是一個以方程 (14 ■刪作爲約束條件的變分問題，這類問駔仍然可以 
利用歐拉-拉格朗 h 乘子 Ht 尸的方法 m 决 .那狄是 

f 1J , y ； z , z f z ； t)dt = min , (14.4^) 


1) 例如签济 ‘ 0. Bolzn, ^VorJesungon uber VariationSTechnung^ Tcubnor f 1^09 (第 -J ，一 -: 存 ） -设 
[利] (第 五萆） _ 
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其中 ^ 

F = f ( y ) -h Ut > g ( y ， Hz ， W 、， (14.43) 

這 S 和從前不同的地方在於引人了一個隨時問變化的乘 -r Kth 方程 （14.42) 的問題完 
全和方狩 . U 4 . 3 咐3同.所以前面一節推導出來的那呰方稃全邵可以採用.但是，現 在有三 
個术知數 ： L M [ U ， 它們由方程 （ U 3 4 ), (1^40), 以及滿足方程 （14.32) 的 F 所確定.方 
稃 （ U . W ) 衷吊物埋系統的內在聯系，控制系統咎 fr 動地滿足运個闊係.然而方稃 (14,34> 
就需要人爲地加以處理才 fjg 得到滿足.這時兩個方稃所机成的那個方程龃就成爲控制計 
笕機的運轉狀態的根據.安裝得侖適的控制計算機由主耍輸出 H 収得賣料，經過加工，然 
後產生一個連續的控制信號 L 當遺個信號2加到控制 系統裏 以後，就迫便系統按照 
(! 4 . 4 U 所規定的性質運轉， 

14- S 控制設計槪念的比較 

上一章及本章內，我們已經討論了常控制系統的性能規定得十分確切情况時的設計 
方法.上一章的方法，以攝動法爲基礎，適用於變系數綫性系統，這一章所用的方法具冇 
近一般的性質，甚至於控制系統本身可以是非綫性的.對於這種一般的系統，這些新方法 
是設計控制系統唯一有效的工具；這樣設計出來的包含有計算機的愎雜的控制系統似乎 
是唯一合理的解决辦法.徂是，這一章和前一章的方法也同樣適用於以前各章所處理過 
的比較簡單的物埋系統，也就是常系數綫性系統.因此，對於比較簡單的系統的控制問 
題,我們就有雨穐不同的處理方法.現在把這兩種設計槪念加以比較. 

在第五章，採用/一般伺服控制原理處理過發動機控制問題.在這一章中，我們又採 
用了滿足指定的稹分條件的控制設計逭種比較新的 方法； 我們討論了這樣幾乎相同的問 
題以後，下列事實立刻就可以明 C 3 了：用老方法設計的控制系統是棧性系統，元件可以是 
簡屯的電阻電容綫路；可是用新方法設計的系統逛非綫性的，主要的控制裝 a 是計算機， 
即使最簡單的計算機也比電叽電容棧路複雜得多.但是這種複雜化不是沒有好處 的：以 
一般伺服控制原理爲基礎的控制系統，在性能」二雖然也可以完全適合；然而包含有非綫 
性計算機的控制系統能够保證給出最優的性能一在同楼設 3 卜條件产沒耵其它的控制系 
統比它更好.伹娃只有當我們知道/所需耍的性能時這種比較才有意義.例如，假設我 
們不知道方程 (1^18) 的 溫度擠 分究竟 是什嗯 _S 我們就不能用所有這一章討論過的方法. 
另外一方面，根擄老的伺服控制設計槪念設計一個合適的系統並不需要把條件敍述得這 
樣嚴格. • 

s 然，必須對最好的控制行爲到底包含什麼內奔有了淸楚的了解以後，才能提出關於 
最好的性能的確切要求，所以，當我們想得到一個最優的控制系統時，我們當然要掌握確 
定嚴格的控制準則的貴料.山這個觀點來看，最後這兩章滿足指定控制性能的這種比輓 
新的原則，比一般伺服控制理論當然是邁進了 一步，這穐新原則赴更爲光進的控制設計原 
則.比較先進的控制系統也應該比較複雜，這也是可以预光想到的. 


第十五章 

自動尋求最優運轉點的控制系統 

在以前各章中，我們所討論的各種控制系統，在普遍性和複雜性 h 都是逐漸增加的. 
可是自始至終有一個基本假設:假設已經知道了被控制的系統所具有的性質和特徴.普 
通綫性伺服控制系統的情形，伺服機構以及其它元件的傳遞函數在設計前已經確定.至 
於變系數綫性系統的情形，我們舉出長距離火箭的導航系統錦例子，那裏，在設計以前，火 
箭的動力學特性和空氣動力學性質就已經確定了.上一章所處理過根據揩定猜分條件進 
行設計的一般控制系統中，系 M 對於被控制的輸入變化的反應也假定是預先確定了的，控 
制系統的設訃工作是以系統的這些知識爲依據.反鎖作用僅僅是把輸出處的賣料 m 送到 
計算機裏，然後計算機就根據它所有的關於系統性質的知識發出“明贺的”控制信號. 

在這一章裏，我們甚至於希望把這個對於控制設計似乎娃起碼的要求還進一步放苽， 

我們將引入寧寧“寧爭”即荜寧剛單 ㊉ 玲吧學#取舉 • 根據這種原理，進行控制設計時就 
不需要钉關4 诫系•統 1 性夤士®切“，採州在控制過程中不斷測景的辦法來 

代替預先瞭解控制性質的荽求，這種系統就稱爲譽學準-興 ㊉ 学制 f 考(以下商 
稱自尋 最1 憂點系統).我們下面將特別地關種—二® 

15.1 基本槪念 

無論我們從控制訃算機中得到的信號是多麼準確，一個控制系統性能的精確程度總 
是與設計所依據的數據的精確程度有關.假設像前面各章那樣我們默認：在瞭解控制系 
統的整個設計之前，我們巳經確定了控制系棘的性質，那末甶於以下雨點理由我們不可能 
獲得非常精確的控制性能：第一，原來假定的對象在製造過程中常常會發生微小的差異, 
例如，火箭模型为機翼的性能是依靠在風洞中進行 w 驗所测定， 然 m ，眞正的火箭機翼的 
性能和模型機翼的性能就不會完全相同，所以火箭的空氣動力學特性實際上和實驗結染 
有些不同，第二，任何一個工程系統都曾在時間過栉中發生一呰變化，這種變化可能是由 
於磨損和疲勞而便系統逐漸損壤，也可能屋由於系統所處的周圍環境有所改變的緣故. 
簡言之，在系統實際進行運轉之前永溘不可能絲毫不差地知道一個工程系統的性質.因 
此，如果耍求系統具有高度精確的控制性能 ，我們 就必彡貞採用連續理解的控 制原既 

希望控制設計能够非常精確，這個要求也並不是改變控制槪念的唯一原 K ; 實際上, 
常常會發生迸樟情况:系統的性質會發生某些预料不到的巨大變化,因而使得我們非採用 
連續理解的控制原理不可.在處理長距離火箭導航問題時,考慮益氣擾動的影#時我們 
巳經引進 r 這個原理;在邢裏，我們利用火箭的動力學狀態本身作爲連 續測* 那岑影糰的 
測量儀器.此外飛機在姑冰的氣候條件下飛行是一個逬叨願的例子. 在機 翼和機身表而 
上冰厝的堆^和溶化會使飛機的外形有一些改變.而且，冰塊的堆積方式就是無法預先 
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柄-確测定■的恥嵇變请，所以由於冰塊的影響飛機的空氣_力學特性俾發生扣當大的變化， 
而且這嵇變化方式無法頂料到，更不幸的是：所有這些變化總足使飛機的性能降低，也就 
是說，每加侖汽汕所能飛行的哩數一定減少.所以，我們的與趣在於：設法跄解發動機的 
功率，發動機甸分鐘旋轉次數，以及飛機的飛行情况應該如何配合起來才曾使毎加命 ft 油 
得到 a 大的哩數，因爲我們應 該使飛 .機仟 m 優狀態 f 飛行，碏量少消耗那不多的燃料 
是就在這種危急情况下，由於結冰的作用，我們原先關於飛機性能的瞭解和實際情況却又 
不相符合了，因此，在這 榑不利 的情勢之下，只耵一個解决這種飛行控制問題的辦法，這就 
是採用 S 動理解和測贵的控制系統，也就是自尋最優點系統，這種系統自動地使飛機保 
持最®的運轉條件. 

一個熟練的工作人員然而然的採用尋求最優的原珥控制機器的運轉.他隨時注意 
機雅的轍入和輸出的儀表讀數，然後根據他 的知識 和經驗來斷定 W 耍向哪一個方向調節， 
把輸入調節以後，榆出蔚數也鱿改變7\根據這侗新的輸出諳.數他乂來卞|] 斷是吞 到迮成者 
M 過最優運轉條件，然後苒進行楡入的調節.連續调節輸入是“理解'的過程，唸出餘出的 
請數是反饋過稃.然而，人工控制的辧法 R 有系觥反應緩慢的情戈下才能成功，伹是對於 
複維的系統，用人 工直接 來控制的辦法無論動作 1导怎樣好都不嵙易得到合乎理想的效果. 
6尋最優點的控制是由椎拍 （C* S. Draper) 李耀谢 Y. 1\ Li) 和拉寧 (H. Laning, Jr.p 
提出的，舒爾 （J, 1 Shull 产曾經討論過這種原理在橾縱飛機方面的應用. 

15,2自動尋求最優點控制的原理 

ri 尋最 ffi 點控制系統的重耍部分 是一個 非綫性環節，通過這個環節來確定相應的最 
優運轉條件.爲了討論起來簡單起見，我們假設這 個基本 元件只有一個I險人和一個轍出. 

在現階段，我們將忽略時滯的影響,假設愉出僅僅 
由於輸入的瞬時値所决定.因爲系統有一個最® 
的運轉點，作爲踰入的函數，這個輸出函數在％ 
的池方有一個極大値I如圖 15a_. 通常喻出和 
輸入的關係以最優點作爲參考點，於是 r %是 
系統的轍入，是輸出 ，最優 點就是 
o . 自動尋求最優點系統的 H 的在於找到這個最 
優點，便系統保持在這一點附近運疇.在這一點 
附近 z 和， 之間的關係可以近似地表成 

一 lex 、 ( l ^. T ) 

茌槪念方面，關於得到一個自尋最嗫點系統的方法，可以敍述如下：假設我們眧始有 
一個負的險入，也就是比最優輸入的値要小一些的輸入，像圖 15.2(a) 所表示那樣，我們以 



1) Y, T- Li (+ 熠滋）， h73truments $ 25, 72-77 ， 390-193, 22S ， 324-327 t 350-352 (1952), C. S- 
Duapei and V, T, Li ? ^Principles of Optimalizing Control Systems and an Application 
to Internal Combiisti^n Engine,” ASME Publications (1W1). 

2) J. R + Shull, T }.(t ⑽ IRE (Electronic Computers*), December, 1952 ， pp, M — 5i. 
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速率等於常数的方式使蝓入泪加，扣應的蝓出?广首先將貧增加，逐漸到 au 優値,然後間 
始減少，如圖 15.2(b). if 對於時間的微商， dim 首先迠正的，在1那一點降到審（關 
1S. 2 (C))， 以後就變说负的.在 2 那一點，办 v 沿的値速到系統中設計時確定的臨界値， 
於足輸入變化的方㈧就反轉過來.现在的愉入 w 開始減少,它下降的速率和以前增加時 
的常數速率相等，现在〆又增加了，由广/_说跳到正的姐 • 在 •卩邢 一點，輸出迕到了它的 
極大値，於是 d ^/ dt 又變设零.在 4 那一點，办 */ 忍乂到達臨界値，使輸入再改變它的 
方向.系統自已重複地進行這種過稃/而且道種狀態是有周期性的，這時 ，戕 們說系敞阄 

繞着最優 點進行搜索; 周期^叫做搜索周期> 輸出的最小値 a * 叫做輸出 〆 的搜索範 

• • * • « 丨 * • 


J i 



西爲方程 (1 S .1) 表示輸入和輸出是抛物綫關係，輸出的平均値等於比最優輸出小, 

這個差別^是一種損失， P 稱爲學率填麥，這是爲了把控制系統保持在最優點附近而 
付出的代價.我們知道 I i I I 



<15 2 


系統的其它特澂數量可以用 △* 和 P 來進行計货利用方程 （15.1 h 輸入的極値等於 
± 輸入的變化速率等於 3VA7 心輸出的變化速率的臨界値是 一4 A ' t ' 
所以，假設我們把搜索範圍 A * (或者搜索損失 Z }*)， 以及搜索周期 p 確定下來以後，系 
統就確定了*這種自尊最優點系統的主耍部份是輸入的試探變化、測量蝓出的裝的、對輸 
出求微商的裝置1以及 dyydt 達到预先規定的臨界數値時使輸入反轉方向的開關裝設. 
理解和找到最優點的這種作用是由於强制輸入 變化而 實現，伹是輸入一直在變化也使得 
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酴出仃微小的損失 D . 我們抡望搜索範圍 A + 比較小，何是如果 A * 小，邢東决定楡入變 
化反轉方向的 dyVdi 的臨界値&就減小.由於系統巾難免有干擾或荞噪聲出现，於是就 
增加了發生意外的輸入反向的危險性.假設系觥運轉離開了敢優點，很明顯，冉找到最優 
運轉點的時間和搜索周期成正比.碓切的說， P 越大,這個時間也就越畏，花#綫性 
系統裏的這種關係是單調的，但不是綫性的；當 P 小的時候這種關係大致是綫性的關 
係.這嗉看來，希望搜索周期短一些，但是如果 P 太也那麼在搜索運轉中就很難把楡 
出信號和其它隨機干擾區分開來.關 於這一 I 饿們將在下一節裏再加以 H 論. 

系統屮試谈轍入變化可以是一個光滑的時問函數而不是圖 15.2 U ) 那種齒肜曲綫. 
例如，我們可以使輸入^由一個變化緩慢的量〜和一個正弦函數組合而成，這個正弦函 
數的振幅是常數1頻率是 c ^ 這樣 

x ^ x a -\- a sin w 亡， (15.3) 

於是，根擄方程 < 15.1 )， 相應的輸出 ，是 


y 


幸 





* Jca? 

— 2^3? tt ct sm o}t> *| -― — 

2 


COS( 2 o)t), 


(15.4) 


把轍出信號加到〜 I 個通頻帶濾波器上，可以消除變化緩慢的第一項和第三項的雙調和部 
分.過濾後留下的 B 號是一 2 ^^ shwt ， 然後通過一個整流相乘器，把這個信號乘以正 
弦信號 … in 得到 

— 2Ux a a^ ii)i = — kx^ll — cos(2c ^)]， (15.5) 

然後再濾棹雙調和 m ， 於是最後我們得到信號一 這個信號可以用來改變輸入的分 

量使得下列方程滿足 



於是' 趨於零,它褎減的時間常數等於 2P， 

2^ - -^, (15,7) 

fcct g 

因爲輸入和輸出之間是拋物綫關係，輸出衰減的時間常數等於所以這樣一榑控制系 
統也會找到最優點而漸近地接近最優點.這種具舒連續忒探侣號的 IH 尋最 ffi 點系統，它 
的運轉情呪表示在圖 15.3 上.圖 15.3(c) 表示過濾後的輸出信號.圖 15.3(d) 表示整流 
相乘器的影響. 

當系統運轉接近最擾點時，因爲輸入有一個正弦振動，輸出是一 所以仍然 

有輸出損失 C ㈣ K 爲了損失較小，試探輸入的振 幅必湏 相常小，但是由於耍考慮 
系統中干擾和噪聲的影響，又有一定的限制，振幅不可能太小.這裏輸出的搜索範圍 
等於加 2 ,我們得到關係式 



(15.8) 


方程 (15.7) 指出奥轍入策動信號有關的設計參數《根擄下面關係式由 ZT 和時間常數 : T 


IU 


工程 控制論 


15.3 





决定 

a = 4 D * T * =. (15,9) 

由方程 ( IS . 3 ) 試探输入，得到的信號 [ 方程 ( I 5 . 5 )] 的整流部分一 ㈣ a ， 眞實地表示 
輸入信號對最優輸入的偏差的一個量度.根據方程 (15.6) 來連續策動轍入信號的辦法， 
_ R 是很多種可能採用辨法中的一種辧法.顯然，也可以用這偭信號給出一個按照齒形變 
化的轍入並且加上一個正弦振動，當信號1 — | 達到臨界値，就反轉輸入的方向.這 

個自尋最優點系統的搜索運轉過程包含兩個不同的頻率： 一 個是低頻分量心，另外一個 
是由正弦轍入振盪產生的高頻分量. 

15.3 干擾的影霤 

以骱關於埏想化的自尋最優點控制系統的討 論巳經 表明：璇是減小試探輸入變化的 
振幅以及減小時間常數^是有重要意義的.然而，由於物 埋系統 中普遍存在噪聲和千 
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摄，因此在實際的設計上就有一些限制.爲了冇效地測量由於爲了探測到最優點的距離 
而加的輸入變化而得到的輸出變化，那末隨時問變化的輸出信號的這一部分頻率分贵，應 
該能够與由於噪聲和干掻而產生的輸 m 部分區分開來.由於干掻而產生的轍出的頻举分 
董的相對振幅可 以费 成一個以頻率爲變数的函数圖綫，道種干梭輸出的頻率譜通常像岡 
所畫的那樣唷一個低頻部分〈飄移干擾），以及一個高頻部分.在這兩部分中問，通 



常育一個噪聲影赞較小的頻率區域.如果設計自尋最優點系統時，使試探輸入變化的頻 
率在這個 區域内 ，那末試探輸入的振幅可以很小，不致被干提影響掩蔽而喪失了作用.於 
是， 一 般情况下，瑜入變化中試探阐數必頌使輸入變化得足够快以避免飄移干擾的影響， 
冏時爲了妨止雜亂的高頻噪聲，變化又不能過份快. 

關於噪聲影響的這些考盧，指出前面討論過那雨類自尋最優點系統的困難所在.第 
一 類系統具有齒形輸入，它們採用輸出對時間的微商作爲控制信琥.假設轍出中宵隨機 
干摄，由於採用輸出對時間的微商，於是高頻分量的相對振幅將會有所增加，那宋就减小 
了自尋最優點系統的有效頻率區域.這是一個嚴重的缺點.第二類自尋最優點系統 ，採 
用光 滑的正 弦試探函數,要求噪聲影響小的頻帶柑當 HI 爲除了轍入中〜的變化而外， 
還 W —個頻率相當高的正弦變化.所以.如果控制系統 R 有噪聲影響小的頻帶相常狹窄， 
以上討論過的這兩類自尋最優點系統都是不適用的，在下一節，我們將討論另一種比較 

好的系統，那種系統叫做寧寧塔玲学亭學 

15.4 自動保持最高點制 kk . 

S 動保持最高點控制系統的輸入變化情形和這裏研究過的笫一類尋最優點系統相 
同，也是速率等於常數的周期變化.這裏主耍的區別在於產生反轉楡入信號方向的方法 
有所改進：當楡出達到它的極大值以後逐漸下降接近於限制的搜索範圍時就反轉输入信 
號的方向.現在就用這個事實本身作爲策動這種 S 動保持最髙點控制系觥輸入佶號反轉 
方向的條件.可以用下述辦法實現這個條件:用一個電壓贵度輸出這侗電 M 稱爲輸 
出的指示電壓，這個電壓鲣過一個 R 會充電而不能放電的閊門通到一個電容恶上.所以， 
在 y * 逹到最大値以前，電容器的雷壓，數値和表示，的電顺 ffl 同.當輸 入增加 M 過最優 
値時，輸出，逐漸下降，伹是電容器的電壓將仍然保持那個極大値，於是電容器的電壓和 
輸出的指示電 K 之間，有一個電膨差 t 這個電壓差所容許的最大値由搜索範圍&决定. 
當 v 達到心時，安裝在系統裏的一個開關發生作用，反轉輸入倍號的方叫，在同一時刻， 


1^6 工程控 制 論 15.5 

電容器放電，使它的電 M 等於輸出的指示電 M〆 . 關於這類 ft 尋最優點控制系統的運轉 
情況，可以用圖 15.5 表示出來. 




搜索範圍 A + 和搜索損失1»4之間的關係，也像方程 (15.2) 給出那樣.輸入的極値仍 
然等於土彳心7^輸入的速率還是 2 ^ Ayk / T \ 可以看出，自動保持最高點控制系統的 
輸出 K 有一個基本頻率，這個頻率由搜索周期 P 决定，而不採用翰出的微商.這撺力法 
特別適用於噪聲影響小的頻率區域比較狹窄的系統.事實上，這方面有更好的改善辧法, 
不直接利用電容器的電壓和輸出指示電 M ，之間的電 M 差^决定反轉輸入信號的方向， 
而採用 r 對於時間的穑分.於是可以制止高頻干擾的影響，那宋搜索範圍和搜索損失可 
以減小而不致於發生输入信號出人意料而反轉方向的情形. 

15.5 励力學現象的髟響 

前面幾節的討論巾，我們 E 經假定輸入與輸出之間的關係是方程 （15.1) 確定的拋物 
綫關係，並且與轍入的速率或者輸入對時間的高极微商無關，實際上只有在輸出對輸入 
的反應是瞬時的，根本沒冇時滯的情形下，這個假設才 芷確. 但是茌任何一個物 理系統 
中，這個假設都是不可能嚴袼地被滿足，事實上,總是有 m 性或者其它動力學現象的影#. 
於是我們把方程<15.1>給出的輸出，作爲虛構地 K 可能輸出”而不是由指示輸出的儀衷 
上眞五景得的轍出 I 只有當自尋最優點系統的時間常數 P 無限增大時，，才和沒相 
等.，與!/的關係决定於動力學現象的影響.但是我們已經者到，可以相當準確地用一 
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個綫性系統近似的描述這種影響.假設把 ft 尋最優點控制原漣用到一個内燃發動機上, 
如同椎扣和李耀溢所倣過的那樣，可能輸出基本上是儀表上指示的發動機的手均 有效壓 
力，而眞正的轍出是發動機的實際平灼有效 M 力.這裏，動力學現象的影響主要是由於發 
動機的活塞，曲柄軸，以及其它會移動部分的憤性影響所產生的.如果發動機的運轉條件 
變化得很小，這種影響可以通過一個常係數綫性微分方程來表示，由於指定輸入和輸出 
以最優輸入 A 以及最優輸出如爲參考點，這樣，實際上的可能轔出 f +K 與實際上由 
儀表指出的輸出1/ + h 之 間可以 寫成一個運算子形式的方程 

(y + Vo ) = + Vo ), 

其中仏通常是蓮算子 d/dt 的雨個多項式相除的有理分式.採用拉氏轉換的說法， n ⑻ 
是傳遞函數.這個綫性系統把可能輸出轉變爲用來控制轍入變化的指示輸出.我們把這 

一部分綫性系統叫做自尋最優點系 統的懷 中寧铁聲兮*所以尺⑻是輸山綫性部分的傳 
遞函數 * 伹是忽略動力學現象影卷時，或^二 f 可能输出就等於指示檢出.所以下 
面公式成立 

F o (0) = 1 , ( 15 . 10 ) 

因爲…是一個常數,所以可能输出和指示輸出之間的運算子方程可以化簡成 

v = 0' “ 5 ‘ 1 ” 

與上述情況相類似，我們可以引入一個“可能輸入” 0，這是自尋最優點系統中實際產生 
的驅動函數，而不是眞正地輸入 t Z 和，兩者之間的關係是由輸入策動系統巾憤性以 
及其它動力學影響所决定.我們把這個輸入策動系統叫做自 尋最優 點系統的攀士赞铁寧 
可能輸入 f 和眞正轍入 a 之間有下面運算子方程的關係 . 

(1)^- < 1512 > 

巧就是輸入綫性部分的傳遞函數，與方程 （15J0) 柑類似，我們有 

W ) = 1, <15,13) 

於是，整個白尋最礙點系疏的方塊圖可以畫成圖 1 S , 6 那樣，系統屮非綫性 元付是 最優糍 
入策動機搆以及系統本身. 


梅人嫌性部分 控制某鑪 餘出桟性都分 



簏 15.6 

輸人 Z 和輸出 i /乏 間的關係是由方程 ( IS . I ), (15.11), ( 】5 .1 S ) 以及某種特定類型的 
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最優輸人策動機構所决定.例如，假設最優輸入策動機構是前面一節討論過的自動保持 
最高點那一種類型，於是可能轍入 M 是周期等於 2 八振幅等於 a 的齒形波，如圖 



ic) 




的 椬示® 壓之差 


圖 157 
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V 可以展開成富氏級數如下 
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根據方程 (2_16) 那個關係式，由方程 (15.12) 所表示的眞正输入 fl ?， 可以計算如下: 
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可能輸出，由方程 GiU 給出.利用方程 (15.16), 我們得到 



(15*16) 


V 


lQa Q k 


SE 


(— 1〉 


^ (2n+ l)\2m + 1) 



15,5 


第十五章自動尋求最倭運轉點的控制系統 


}89 


•;[ 


2n 


2 


L - io >,) F i 


2 


\ 

心 。 J 


gC)V + 7fV+J)l© d i 


F , I ) F , 


2 W + I . 


F 


2 

2n + 
• ■ 

2 


F ： 


2n -h 
2 


1 ~ Fi 

- ia } Q ^ Fi 


2 

2m + 
2~ 


ZO) 0 ] ■ 供如 0 * 


^0 ) Q ) 


2m+ 

— 



e 


〔竹 + w +i )t _ 出 0 * 


再利用方稃 (2. i 6), 並且根據方稃 ( i 5. n ) T 最後得到指示輸出汉如下: 
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(?，叫叫 (15 J 8) 


方程 ( im ) 和 （ lS . lS ) 淸楚的表示出，輸出的搜索周期7 1 只是輸入的變化周期的二分之 
一，由於輸人和楡出之間的基本抛物綫關係，這自然是可以預料得到的結論 • 

2/對於時問的平均値給出以最優輸出队作爲參考的搜索損失^^由方程 （ HIS > 可 
知，手均値是那個方稃中第二項和第三項內仰=«的量相加得到的結果.注意到方程 


<13_10)，就得出 
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(15.19) 


當沒育動力學現象影響的時候， 巧三1， 我們可以很容易檢驗這個公式是否.正確，如果 
1，級數的求和就簡單了，這時得到 D = a ^/3 = A 73, 正與方程 ( I 5 . 2 ) 要求 

的柑同，方程⑴,⑻也表明:輸出的平角値和搜索損失與輸出綫性羣部分無關，自然，這 
JG 是我們想像得到的情 形肩爲 輸出的狀態由輸入$决定，並不受瑜出綫性部分動力學現 
象的影響.輸出綫性部分的影響僅僅屋使輸出有一些 微小的 變化.在內燃發動機的例 P 
屮，發動機的功率娃輸出，輸出綫性部分動力爭現象的影響由那些能活動部分的慣性所决 
定.發動機的功率必然與那些能活動部分的慣性無關. 

如果輸入和輸出之間只有一般形式的傳遞菡數，那末，根據方程( 1518 )計算輸出沒是 
件很困難的事情.但是實 際設計 自尊最優點系統的時候，爲了避免高頻干擾，通常使搜索 
周期了比較長，這時動力學影響雖然不是完 全可以 忽略的，伹影饗也不大.換句話說，我 
們可以假設輸入綫性部分以及輸 H 綫性部分的時間常數比搜索周期小，然後根據這椅假 
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設進行分析 . 例如，假設输入綫性部分可以近似地用一偭一階系統表示，它的時閲常數等 


於也就是 


^i(s ) = — ——， (15*20) 

1 + 

由於假設~和 t 比較起來是一個小的數畺，於是無畺綱量厂叫也相當小，在這補條件下, 
方程 (15.15 > 和那個极數中開始幾個諧波差不多具有相同的振幅，裉據方程(: U4) t 
?和^中所包含的相應的低頻諧波之間，差別只在於相角間冇一個大 小等於 L 的滯後. 
所以離策動反轉點比較遠的那些，以及 r 的區域， X*(t) 以及 x ( t ) 曲綫的曲率很小，它 
們的値主要由開始幾個諧波决定，曲綫 Mt ) 滯後於曲綫 x *( t ) 一 個相角厂，而振幅不改 
變.從 f 變到心齒形波的尖角變圓了，但曲綫的形狀大致沒有改變，正如圖 15.7(a) 那 
樣.假設輸出綫性部分也可以近似地用一個特性時問等於 L 的一階系統表示，於是也可 
以同樣地考慮1/和，之間的關係，不難看出，汉和，的曲棧形狀基本上相同，只娃发滯 
後於?/ 一 個相角這個事實正如圖 15.7(b) 所畫的那樣. 

對於方程 (15.20) 給出來轍入綫性部分的傳遞函數，我們可以由方程 (15.19) 來計算搜 
索損失， 
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利用大家所熟悉的雙曲餘切函數展開式(逭種展開式在第七章笛五節曾經引用過），就得 
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從方程 < is . i 4 )，r = 2^ 0J 最後得到 
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如果時滯 q 比周期 2 M 、 得很多 > 雙曲餘切函數幾乎等於一，於是 

a?k 
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(15*22) 


芮爲輸入的振幅 a 可以用輸入的速率和周期 r 表示，藉助輸入的速率以及周期 r ， 方程 
( is . si ) 和 ( IS . 22 ) 具體給出搜索損失 D , 對於自動保持最高點控制系統，如果它的榆入綫 
性部分是一階系統，時滯等於 k 這些方稃明顯的指出，由於镣入綫性部分的滯後的影響, 


15.6 第 + 五韋 H 動尋求最 優谨轉 點的搂制系統 ⑼ 

搜索損失可以減小，然而，事寶並不能如此：闽爲給出决定策動輸入反轉方向的臨界 m 颳 
差I時，必須考虚噪聲和干擾的影響，搜索周期 T 應該大一些,西此當有時滯厂以及 r D 時， 

搜索周期 T 就比沒苷時滯時要大一些， a 也隨之大一些，總的結果是搜索損失增加了，而 
不是減少了. 

15.6 _定運轉的肢計 

封於荏何控制系統，穩定的意義是說：即使出現內部的或外來的干擾時，系統也將貧 ^ 

達到設計中所要求的性能.我們巳經看到，對於一般伺服控制系統，以及前商幾皐所談到 ' 

那些更具有普遍性的控制系統中，這個要求屋怎樣被満足的.至於0尋最優點系統的運 
轉，主要之點是：必須使轍入信號的策動和輸出信號配合得恰當，使得轍出保持在最優點 
附近，這種蓮轉情況必須不致於因爲內部的或外來的干擾影響而遭到破壤，如果系統設 
計得好，能逢到上述要求，我們就得到運轉穩定的系統. 

對於自動保持最髙點控制系統，我們巳經敍述過,採用轍出量的電壓對一個電容器充 

I 

電和放電來策動输入信號 * 如果输出下降，電容器的電膨和輸出指示電魆有一侗電屢差 
L 當 r 達到規定的臨界値，就使輸入的方向反轉，在轍入反轉方向的時剠，電容器放電,它 
的電®又和瑜出揩示電壓相等.如果有動力學現象的影響，那末即便輸入信號反轉方向 % 

以後，由於輸入綫性部分以及愉出綫性部分的時滯作用，输出仍然繼績下降，轍出和電容 
器之間又有電壓差 .M 有當輸出的値增加到瑜入反轉方向時對應的那個轍出値的時候，才 
沒有電位差，這個過程可以用圖 〗 5 . 7 (e ) 表示出來.在時刻1和 2 (圖 IS/?) 之間，我們當 
然不希盥那個發生混淆作用的正電壓^出現，因爲在這段時間內會產生反轉輸入信號方 
向的危險.爲了大大地減小這個起混淆作用的正電壓，在反轉输入信號方向的時刻，使12 
容器的 電壓比 那一個時刻轍出指示電壓低一些，以後電容器的電壓又隨着輸出的指示電 
壓而 改變.把電容器的電容和綫路電 PH 加以適當的選擇，使得輸 出增加 的時候，電容器的 
電壓差不多和輸出指示電壓相等.這個電壓的變化如圖155所示，這樣就大大的減小了 
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那個起混淆作用的正覚壓差的危險性（圖 M .8( b )>， 控制系統的穩定性能也就得到改善 + 
我們已經談到過，因爲有干擾和噪聲的存在，耍想減小搜索範圍和搜索損失足受到一 
定限制的.這:父是一侗關於穩定運轉的問題：我們不希望齑生不正確的使輸入信號反轉 
方向的信號.如果决定輸入信號反轉方向的臨界 電腿差 太小，那末就會產 生不正 確的信 
號，這種情形可以由圖15. 9 表示，其中轍出 y 包含着一侗高頻正弦噪聲.很綷易看出 
來，假設臨界 電壓差 太小，那麼噪聲的作用將曾使輸入按一穐不規則的狀態變化.爲了運 
轉穩定起見，臨界電壓差必須比干擾的振幅來得大.這樣， fi 蛣最優點系統的搜索損失不 
能够比系統中噪聲的振幅小. 6然，如果像圖中表示的那樣，干擾的振幅是常數的眞正:的 
純粹高頻正弦波屬末可以採用過濾器消除噪聲的影響，於是也就可以採用一僩小得多的 
搜索範圍，實際上，如果噪聲或者干擾具有某種固定狀態，我們珥以設計一個矜適的過滤 
器來改善這種受到限制的系統性能 * 



第十六章 

噪聲過濾的設計原理 


除了上一章以外,在所有前面的討論中，我們一直默 認:控 制系統不產生噪聲和干擾, 
所以，從理論上講，控制系統的精確程度是沒有限制的.然而，在上一章中，我們曾經指 
出，噪聲和干擾實際上使自動尋求最優運轉點控制系統的輸出信號變模糊了，因此，噪聲 
和干摄就成爲這種控制系統基本的設計限制條 f 半，事實上，噪聲和干擾在任何一個工程 
系統中都是存在的，因爲，甚至於“完善”的系統也有熱摄動.只有在信號比千摄强得多的 
情況下，噪聲和干擾對控制系統的影響才能忽略不計.在自動尋求最匳運轉點系統的設 
計中，爲了喊少輸出的搜索損失，我們需耍對“微弱”的信號進行設計，因而噪聲的問題就 
是頭等重要的了* 一般說來， R 要控制信號的强度比干擾的强度弱，那麼噪聲和干擾的影 
響就不能忽略. 


可以在控制系統中由於引入一個適當的裝置來減少噪聲的影響，這個裝置將會"過 
濾”噪聲，而儘可能不削弱信號的强度，這個過濾噪聲的問題是本章的主題.首先我們將 
給出最優綫性過濾器的理論，這一理論垦由維納 （N. WieDei ■广和闊爾莫果洛夫 （A. 比 

Kojimotopob)^ 所提出的.本章的後商幾節將討論這一非常冇效的理論的 應用和 推廣. 
第九章中關於隨機输入的那空槪念和數學工具對我們這裏的討論非常有用 4 


16 , 1 平均平方誤差 


用叩)代表控制信號 f «(t) 代表噪聲.加到週濾器的輸入叫 i >就是 

x ( t ) = fit ) + n ( t ), (16.1) 


從過濾器的輸出是 WO, 如圖 16-1. 假設過濾器是一個綫性過濾器,描寫輸出和輸入間相 
互關係的微分方程是一個常系數綫性微分方 
程，那末，過濾器的性質完全由它的傳遞函數 
决定.如果已經知道了 F(s), 過濾器對 
於單位冲量的反應可以從方程（2.18> 得到. 

如果的極點只在 S 毕面的左半平面上， n ( t } 

我們可以寫出下列公式： 



h(t ) = 



2 nl 


e st F(s)ds 




1 r 

2 tt J 




( 16 , 2 ) 


由方程 <m) 的輸入而得到的输出就是 


1) N. Wiener, “The extrapolation^ Interpolation, and Smoothing of Stationary Time 
Series with Engineering Applications' 5 , John Wiley & Son& t Iiu ■” New York. I9iy p 

2) A* Kolmogoroff, BulL acad. aci. L\R.S.S. f Scr, Math t} S, 3—H (1941), 
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y(t) = I X(jj)h(t — T])dtj f 
J —00 

其屮假定 m 入在很早以前就仃了作用.令 （ 一 ？？ = r ; 於是 

v(t) ^ f X(t — r)h(T)dr t (16,3) 

J \) 

用 w ) 表示我們所希望的瑜出 >它由信猇 m ) 以及所希望的單位冲量反應均⑴所决定, 
也就黾 


Z(t) 



f(t - r)M ⑴也 


WO 可以從希溪的傳遞函 數 A ⑷求得，於屋，類似於方程 (1 W ), 我們就有 


fh ( t ) 



e 6 i Fi(s)ds = 



e 哼 


(16.4) 


(16.5) 


因爲眞正的輸出並非邮)而是 I /( A 誤差就等於這兩個景的差.根據方剧16, 3 )和 （16.4> 

e (古） = V (^) 一 {[/( 亡 ' T ) + ii (古一 r )] ft ( r ) — /(t 一 z )" i (0} ^ * (16.6) 

於是誤差的平方是 

e 't 卜 f Q ~ T ^ -^r nit — T)^h(T) — f(t - ryh^T)} 

■ j [/(* — r f ) + n(t — z f )}k(T f ) — f(t — f)fh(T’）] }dTdi\ (16.7 > 


現在我們提出一個非常重耍的假設.因爲噪聲坎 t ) 是一個隨機函數，僅僅能確定它 
的統計特敵.除此而外，我們不能够確實地預先知遺/⑴是讣麼，而只能知道它比較一般 
的特徽，所以，甚至於對於信號，我們也只能確定它的統 II •特徵.於是我們可以量出 e ' t 、 
的系集平均値，從而估計統計誤差.通常，這愐平均値是一個時間 t 的函數.伹是如果我 
們假設隨機函數和 Mt ) 是第 9.1 節那樣定義的平穩隨機函數，於是 P 就和時間無 
關- 而且我們還可以認爲信號 / W 和噪聲 n ⑴的平均値都等於零，於是從方程 (〗(5.6> 可 
以明顯池看出誤差的半均値也等於零.現在我們引進信號及噪聲的關運函數〈即相 
關函數)如下，這裏關連函數的討論和第 9 . 2 節完全柑同， 


f(t 一 r)f(t - t) = R ff (r — f )， 

— T )^>(t ™ T f ) = W ) ， 

( 亡一 V )f{t 一 T ； ) = — T r ) , 

— t )? i {t 一 r f ) = i ? rtn(r ^— 〆 ）• 


(16.8) 


這裏我們考慮信號和噪聲之 ra 關連函數不等於零的一般情形.通常，這些亨屯,寧辱學 
尺 / n 和在很多情况下都等於零，只爭,毕寧寧丑"和保留下‘ ’ kmmk 
函數是對稱的函數*互相關連函數不是對稱函 k ， ii , 根據定義它們苻下述關係 

" r) = i? n/ (r — r ), 又 

^nf(T' -T) = R fn (T - I (16W 

利用這些定義，從方程 ( 1以)得到的平均平方誤差 P 可以寫成 
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r r f )lh(T) - /i 1 (T)][fc(r , ) Ki^)] 

Jq Jo 

4™ Rfn(T ― 1 )[^(t ) 一 h\( r)] /i(t^) 4- R n f{^ 一 T r )K (t ) [ 紅 C) — 


+ R^(t - r f )h(T)h(T f ))drdr\ ( 16 -lg) 

由®個方稈可以從關連函數和眾位冲鼍的反應來分析平均平方誤氣 

控制系統的設計工程師們往彳丄願意選取傳 M 函數和 K ( s ) i & 接進行分祈，耍 
這樣做的話，戕們引入關連函数的富 R 變換，設這些富氏褪換分別是 

它們由下列各方程確定 


少 " （ a ； ) 」「 R ss (z)e^ T dz t 1 

7 T J -工 

< P ^( to ) =」 ( R fn ( T ) e ^ T dT t 

7 T J 

= 丄厂 E nf (r)e- iMT dT, 

7 T J 

UW = 丄 / Rnn(T)e~ i ^dT t 

7T J —go ^ 


< 16 , 11 ) 


因爲 AKO 是 r 的對稱函數，我們可以寫成 

少 "…）=~ f Rff(T)(e iwr + e^ T )dx = — f 及 " （ t) cos a>rdr # 

7 T Jo 7 t 

把這個式子和方稃 ( 9 .幻） 比較，我們立刻看出 A / W ) 實際上就是信號 /(0 的功率譜，同 
樣，是噪聲的功率譜.更進一步，因爲互相關運函數帘方程 (1 M ) 表示的關 
係，很容具看出富氏變換也有同樣形式的閫係： 

®m( — 0 >) = 0 nf(^)> 1 /Tfil 。、 


牵 n/(—J 

根據富氏積分定理^方稃的反演公 式是： 

R ff (T —rO = 


(16 J 2) 


Rfa(j 


)^ 0 fn (< x >) e iv, T - T， Hoj 


R nf (r ^ r f ) = 1厂_ 


(16.13) 


Rnnir — <} 二、 r ^ nn (^) e l<T - T ) d ^ 


把方程 （16.13) 代入方程 （ Ifi . lO )， 我們可以得到用傅遞函數 F ⑴和厂心）表示的平均平 
方誤差的一個方枵.例如方程 (16.1(1) 的笫一部分變成 


1 ) 例如，可以塾閱 Whittaker anH Watson ， “Modern Analysis ’、 第 6 J 1 119 H ， Cambridge 
MaonullaTi , (戡文譯木 [26])_ 
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2 Jo 



dr f f" 必 "…)〆 T _ T . 啦⑴一 心 ⑴] 0(0 — KO] 

J —so 




KisYie ⑽ <hj 。 [h(T r ) - h^^e-^ dr^ 


伹是 F(S) 和 FKS) 屋 和 1(0 的拉氏變換，也就是 


F(iu>) 






h ( t } e - iVAt dt ， 




(16.14) 


因此方程 (mo) 的第一部分可以寫成 


f 少//(⑴ ） [ 厂（心） i^i( io>)] [i^( 一 ic*>) ― ■ F 1 ^ — i<*>)] d<*j 

J —co 


方程 (13,10) 的其它項也可以用同樣方式加以改換，於是 5 我們就最後得到 

^ \厂 \^ft(^)[F(i^) - F 1 (iw)JlF(-i^) - 匕 ( 一 ㈣] 

十 [^( 一 ^ ) 一 尸1( 一 H - (?«/(<*) ) F ( 一 iw) ) 一 F 〆{(!>)] 

+ ^«Tt(w)F(itt?)F( — i(c))}dto # (16-15) 

上式中大括號彳 丨裏 面的被積函數可以當成誤萣的功率譜.根擄方程( 9 々1)，被積函 
數的最後一項實際上是被過濾的噪聲的功率譜，顯然,第一項和最後一項娃實數.笫二 
項和第三項是複數.诅是因爲滿足關係式(16.12)，這兩項是共軛複數，所以他們相加的 
結果也還是實數， 

16.2 菲利普斯 ( Phillips ) 的最優過濾器設針原理 

如果信號和噪聲的統計特徼是用各個關連函數給出的，關連函數的富氏變換就可以 
從方程 (16.11) 計算出來，假設傳遞 函數咫 (s) 已給定，那末方程(I 6 . 5 )的平均平方誤差 
積分式中只有過濾器的傳遞函數打 s) 是一個沒有確定的函數.最優過濾器是這樣的過 
濾器，對於已知的那些0以及 A ⑻來說，這個馎遞函數等於 F ⑻的過濾器便得平均平方 
誤差最小.一個解决最優過濾器問題的直接方法就是先假定是某種合理的形式，但 
是還包含着一些待定 常數. 把這個假定的 F(s) 代入方程 （le.is), 於是 P 就是這些待-定 
常數的函數.根擄平均平方誤差必須最小的要求，最後確定這些常數_最優過瀘器的設 
計問題就化成一個求 &知函 数的極大値或者極小値的問題了.菲利普斯^把尸⑷取成兩 
個3的多項式相除的形式，解决了這一最優過濾器的理論問題< 尸0)的這種特殊的形式 
的確是最自然的一種選擇方法，因爲從我們有關綫性系統的經驗中得紙傳遞函數恰巧就 
是兩個多項式栢除的 形式. 伹是，這個方法的责際訃算還是相當繁 重的. 由 於這愐 緣故， 
通常採用推納和闊爾莫果洛夫提出的較爲巧妙的埋論 * 這裏，我們就不再討論菲利普斯 
的理論， 

I 

1 ) E* S- Phillips* ^Theory of Servomechanisms’’ MIT Radiation Laboratory 

VoK 25, Chap. 7, McGraw-Hill Book Company, Irtc” New Yoi% (1947)( 驮次萚木 [16]) , 
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16 . 3 維納-圔困萁果涪夫 ( Wiener - HoJiMOr 叩 ob > 理論 

維納和 闊爾莫果洛夫提出的 最優過 濾器理論的主要之點就是以 變分的 方法去處理方 
程 （^15) 中的那一個積分.假設對於一定 的少和 AP ), 眞正是最優過瀘器的傳遞 

函數;於是用 F(s) 4 - Ws ) 表示它鄰近的函數，其中^(吣是任意的變分，把這些鄰近的函 
數代入方程(16.15)，我們找出平均平方誤差的一次變分 

U >7(—lOJ){F(ia>)[(P f /(tt)) + (P/„(to) + (Pnf(^) 4- 



一 F t ( i<o) [(P//(<r>) 4- ^/(^)] }dti> 

) {/^( - io >) [< P //( cc >) + 

— F } ( — W )[(?//( Ct>) + )] }d<n> t 




— F }( — W )[< P //( ct )) + ^/«(^ )] <16.16) 

如果是最優過濾器的傳遞函數，那末，對於任意一個 ^(s) r dl^ 都必須等於零，這個條 
件將給出必铒满足的一個方程.佴是在我們採取這一步驟之前，我們把方程 (16.10) 
作某些非常重要的修改. 

首先,功率譜 AKW 和 U …是 w 的對稱函數 . 考慮到關係式 （16.12), 我們就看 
到以及的和是的一個偶函數.我們有理由希望能够把 
m 個和數 < p 作如下的“分解”： 

0( oj ) = 4- 4 - 少 rt/ (⑴）+ U 如 ）=(— ito), (16'17 ) 

按照我們的要求，是一個零點和極點都在左半 s 平而上的函數，於是0是一個 
零點和極點都在右半 s 平面上的函數.由於穩定性的要求，過濾器的傳遞函數它的極點 
只能够在左半 S 平面上，所以 F ( S ) 和 r}(S) 是只有極點在左半8平面的函數， F(-S)m 
W — S ) 是只有極點在右半 S 平面的函數，因此，由於實際的要求就限制了 F ( S ) 和 的 
類型.了解這一點以後，我們把方程寫成 

谷？ = 9(-。，(一。)^(^)护(“> — ^/(^>)]| d<a 

-+ l ~ T - A ( — ㈣ [逆"< W (10J8) 

2J i 沪 (lo>) ) 

但基，方程 (16.18) 的兩個大栝號中的第二項並不都是重要的，假設 F ( S ) 和 K(s) 
是極點在左半 s 平面上的函數，並且假設 s 很大的時候，他們的變化和1/，相同，其中 

扑>1，那末 


p H(ito)K(iw)dti> = i ^ H(s)K(s)ds f 


J^； 中第二個積分的閉積分路綫是虛軸以及包含右半 S 平面的一個封閉半圓，加圖1匕2 
(«). 佴是 H ⑻ K ⑼的奇點在積分路綫外面，因此積分等於零.對於 H(— 而 
言，它的奇點在右半 s 平面上，可以把®分路綫取成通過虛軸和包含左半 s 平面的半圓， 
如圓 16.2(6), 這時楨分路綫内就不包含奇點，冈而衍分也等於零.可是就 乘秸出 
K (- 如) 或者(—心） K(i …而言，無論積分 路綫逋 過左半$平面或者 ti 半 s 平面，積 


S 平面 


在逭半平 
面的捶黏 


在這半平 
面的杜贴 


( a ) 


(6) 


g 16 + 2 


分路綫緝會包着一些奇點，所以，一般說來, W 分有一定的數値，因此， 


而 


f )JiC(itt))dc*> = /* 丑 ( 一 i<x>)dci> = O t 

J «-{J3 J —CO 


( 16 . 10 ) 


( 10 * 20 ) 


記住以上事實後，我們把…一 3) 分成兩 部分: 其中笫一郁分的奇點都在左 
半 S 平面，用 []+ 表示,另外一部分的奇點都在右半 S 平面，用 [] -表示 .' 




^(^)1^(^) + < Pnf (< 0 )} 


.+ 




(16,21) 


這樣作了以後，根據方程 ( H 19) 和(16_20)，我們可以把方程 (16.18) 寫成 


de 2 


u 》- 


— i < a )\ — 


+ 少 n / (⑴） } 

. : (一 k ) 


I 

J +. 


d < x > 


2 




( 16 . 22 ) 

如苌確實是最優過濾器的傳遞函數，那末，對於任意的 Ms ) 而言，都必須等於 
零, 於是方程⑴ .22) 中大括號裏面的那些量必須等於零，道個條件確定了最優過濾器的 
傳遞函數如下： 


F ( S ) 





( S ){^ ff ( 3 /^) 屮 A /( 
^(- S ) 


鲁 

J 十 


(16.23) 


這就是維納和闊爾莫果洛夫給出的最饅過濾器問題的解答，因爲的極點在左半 S 
平面上，所以 F ( s ) 的®點也在左半 s 平面上， F ( s ) 是一個穩定的傳遞函數.想從函數 


16,3 
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^(5)1^(^) + ^ nf (3/ i )}/^(- S ) 中分出極點在左半 S 平面的部分的運算，也可以用 
分析的辦法完成，實際上 




(16.24) 


用 w 平面上的迴路積分方法不難判斷這個積分的有效性.至於在贳際計算中到底採用方 
程（1& 23 )還'是 ( IG . 24 )， 這就要依據不同的具體情形來决定.通常，方程 (1&23) 用起來比 
較容易.無論如何，對於確定的確定的信號和噪聲的確定的功率譜 鳥 ，趴 f 
和來說> 最優過濾器的性質就是完圣確定的.當噪聲不出現的時候，<?»« = An = 

= 妒(。)取（一 &). 根據方程 < im >， 就冇這 
是可以事先想到的.如果有噪聲的話， F ( S ) 不等於 A ( S ), 即使最好的過濾器也不可能完 
全消除平均平方誤差. 

關於選取一個函數的極點在左半 S 平面那一部分的運算，我們可以介紹另外一種解 
釋.由方程(16. 2 )，可以考慮 F (‘)是牮位冲量反應 / t ( t ) 的富氏變換，那個方程也表明如 
何從厂 (“)來訃算 / l (0. 因爲方程 U 6 . 2 ) 的铍積函數有0+一*,對於正的: t 和負的亡 
這兩種情况，在複數 w 平面上所取的積分路綫一定有所不同,正如圖 16.3 所畫的那樣.假 
設 F ( S ) 只有在左半 s 平面上的極點，那末 心） 只有在上半 w 平面上的極點.假設 
只有在右半 S 平面上的極點，那末只有在下半 w 平面上的極點.所公 U 對於 t >0 
的情形，只有假設 As ) 的極點在左半 s 平面，積分路綫才會包含厂(心>的極點，在那種情 
况下，反應函數不會等於零，對於的情形，只有假設的極點都在左半发 
平面，植分路綫才曾不包含 F ( k ) 的極點，而且 t 還有 Wt ) = 0 . 另外一方面，假設尸⑴ 
有極點在右半 S 平面上.裉據現在的解釋,在這種不穩定^遞函數的情形中，甚至於射於 
負的夂 h ( t ) 也不等於零 • 因爲在 f ：= 0的 
時候冲量才開始作用，負的時間有反應意昧 
着冲量作用前就有了反應，任何物理系統都 
不可能發生這種情况.所以》從已知函數選 
取只有極點在左半6卒面那一部分的運算使 
得!專遞函數實際上能够實現，因爲在這種情 
况中， t <0 的時候 h ( t ) = 0, 在軍 I 學丰 

能實現的傳遞函數這一槪念的基礎上： im 

♦ * ■ 

<H, W. Bode) 和中南 （ C. E- Shannon) 

給維納和闊爾莫果洛夫的解答，[也即給出方 
程 （1(5.22) 和 （16.23)] 作了一個解釋 ”， 

上面的討論中還有另外一點需要加以說明，我們曾經假設可以把功率譜的總和分解 
成（ 】6 . 7 )所表示的形式，伹是對於 w 的任意一個正値偶 函數边 ㈣ 不見得總能分解成那種 



1) II . W . Bods and C . E . Shannon , Proc , IRE , 38, 417—425 (1950)* 
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形式.如果要使得 MW 能够進行這種分解, < P (^) 必須滿足維納-派勒(艮 E . A , a Paley ) 
準則” 


心 <oo. 

J 1 + V 


(16,25) 


具體地說，少< …成*像在白色噪聲的情形中那樣，是一個常数，或者當 W 4 00的時候趟 
近於零.維納-派勒準則說明，當 W 的値很大時， 边 ( o >) 趨近於零不能過份快，如 栗啊… 
像那樣的速度趨近於零是可以允許的，伹是如果它像 OI 或者那樣快地趨近於 
零就會使稽分發散.後面兩種類型的叭…就不能够分解.仉是値得谡幸的是:信號和噪 
聲的功率譜通常是 w 的多項式之比.所以，根據方程 （16 J 7) 那樣的分解通常可以成立. 
16.4 一 些簡單的例子 


考慮一個簡單的例子，我們取信號的功率譜如下: 


少//⑷ 


I _ 

+ 


(16,26) 


假設噪聲是白色噪聲，它的功率譜是苹的，等於常数 

^ ) = n 4 f 

互相關連函數和他們的宫氏變換等於零，也即 

要求設計對信號起着求微分作用的最優過濾器，也就是厂(5) = 酋先我們注意 


(16-27) 


(16.28) 


少 （ oj ) = (?"(公）+ 中仙 （W 


(1 -h n A ) -h 


於是 „ 

0( s / i ) = ( P -( s )^(- s ) ^ (1 +广”： niS \ 

這個函數顯然可以直接進行分解，要注意 As ) 只背極點和零點在左半^平面上，我們立 
刻可以寫出如下： 




n 2 0 + n 〜/ 2 々 I -h + V"l + n 4 

* 


於是 


J 

S 2 -h V 2 S + 1 


Fi ( s )^ Pff ( s / i ) 

^(- S ) 


(s Q ^ ^s/ 2 S ~h 

AS -h B 


o 


1)( n^s 2 — nJ 2 ^yi -H n* s 
r Cs 




W W I 

S^ 2 + 々 2 S + 1 Tl^S^ — Th^J 2 ^ 1 ~1~ 71^ S -|- ^s/l -[- 72^ 

其中 A f B f C \ 和 D 都是常數，很明顯極點只在左半 s 平面的部分是第一項，因此 

TF ^ s ^ iis/iJl 一 As + B 

\ _ 垂" - 1 ^ ■ 


- 『（一 s ) J + 


As + B 
s 2 + JY s + l 


l) R* E, A. C, Paley and N* Wiener, #< Fourier Transforms in the Complex Domain, 
Am. Math ， Soc, Colloquium Publicatiun, Vol_ t9, p, l 乙 1934, 


1 G .4 
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把纪 S 確定後我們得到 


F(S) rrt 


妒 （ S) 


F . is ^^ s / i ) 

- n - s ) 


!+ 


A 

(7 |S + ■ v ^ l ^ i ' 71^ ) (?! + V ^ I + ? i 斗) 


(^/l + n 4 — w ) 5 — nv 2 


nV + n^J 2 >r -f n 4 s + v l + ?t 4 


(16.29) 


這就是最傣過濾棵的傳遞函數.當沒有嘥聲的時候，^^0, 就隨之趨於&這屋當 
然的結果. 

另外一個冇趣的例子是噪聲的强度非常高，而信號比較微弱的情况.如果屉白色噪 
聲，它的功率譜 

K 公 ） =1, (1G.30) 

這裏噪聲和信號的互相關運函數也等於零，方程（1& 28 )仍然成立.把信號的功率譜冩 


成 


= fe ^ p ( aj ) y 


(16.31) 


其中是一個很小的量， 9D(o>) 是如的一個偶函數.假設 K(S> 是函數 y(s/《) 的極點在左 


羋 S 平面的热分、也就是 


K( s)— 




e~ 6t dt f p(w)e <u>t dn>, 

J —CO 


(16.32) 


因爲免(⑴)是 0 的惘函數，於是 

0 = 邱） + 艽 <_5 )， 


並且 


<P(g>) = W(ito)^( — ioy) = 1 + k<p(<x>) ^[14- kK(io) )] [1 + — iw)]• (16-34) 


所以，假設 f\P) 表示對信號所希望進行的作用，最優過滹器的《遞函數給出如下 


F(s) ^ 


k 


1 + A *7(( ) 


F^(s)(p(s/i) 


一 1 + kK(^s)J+ 


這是對於數値小的的二次近似式 ，一 次近似式甚至於還要簡單一些， 


(16.35) 


F(s) ^ k 




s 


(16*36) 


作爲一個例子，把信號的功率譜表示如下： 

tj > = 


_^一 
FT〆 


令 A(s) = s . 於是當 fc 很小的畤候， 


F(s) ^ — 


k _ I 

2 n/T S 2 -h V'i" s + 1 


當 H 很大的時候，再設 h = 1/w 把這■結果和方程 （M. 29 ) 加以對照，就可以進一步驗證 
方程（16別），所以在有强烈噪聲 r 擾的情况下，起微分作用的倣優過濾器的傳遞函數改 


變得非常厲害，和 n(s) - S 完全沒有相似之處. 

16.5 維納-闊雨莫果洛夫理論的應用 

除了上節討論過的一些節單例子以外，維納-闊爾莫果洛夫理論有許多非常重要的應 
用，在這一節裏，我們將討論其中的一部分. 

m 這種過濾器的輸入屋信號及噪聲 n ⑴的和.給出轍出信號 

它所“承土接近信號在 （ 時刻的値 ，而是 信號住 i + a 的値 ，其屮《娃一個正數•這 
樣 

Fj(s) .== e a \ (16.37) 

現在我們假設信號是一個隨機開關闽數，於是 >枨據方程 (£3.S0h 它的功率譜可以寫成 




<16.38) 


假設是白色噪聲,它的功率譜是 






(16*39) 


信號和噪聲之間互相關連的譜和都等於零，於是有 


®(< y ) « ^( w )¥(- i ( a ) 


(1 + v ?) + 


w 3 


所以 


炉 ㈣ 


+ w 5 + ni<a 
1 + iu> 


因此 


(如） < P " ⑷ 

一 K 二 


+ ita)( hJl + — niw) 


在這種情況下，將要利用方程 < H 24 ) 來計 算尸⑷ ，首先，當 i >0 時 


2n 


f : 嘴 iX ) 心 


2 tt 


广 co 

J —CO 


十 cn 沒切 


(1 +iio)( 


r? — niu>) 




n + 


+ 


因此，根據方程 (16.24)， 

F ( s ) ^ 


1 + 竹2 + 似 



* 

n + V1 + n 2 


<1 + s ) e ，_ 





(n + 


n 2 ) (J\^n^^ns) 


所以，最後，預卜時間等於 《 的最優過濾器的性質用傳遞函數描寫如下 


F(s) 


(n + *s/l + n^) ( 々 1 + W + ns) 


(16.40) 
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這一類卜濾 S 除了 現在的“ 预卜 。時間 a 等於負數而外，它的情形和 預 
伹是直接採用前面的計算方法並不能解决現在的問題. H 際上 
限階的棧性系統會眞 IE 滿足一個最優滯後過濾器的規徉，利用下面的近似公式可以得 S 
一 個更爲直接的解答， 


即） ■-神 V) T a < 0 ， 

Ll 一 {as/2v)A v ^ 整数 • 


(16-41) 


於是我們可以得到最優滯後過瀘雅 
的近似表連式. 

mmmTmmmm . 用 

F f ( s ) mmm , 

F b (s ) 表示伺服系統 反餵綫 路的傳 
遞函數，如圖16. 4 ,用 a ⑷表示 
希望樹信號所進行的彳乍用.問題變 
成在 A < s >, F,(s) 以及信號和噪聲 



躕 16.4 


的特性已袷定的 情況下 ，求出最優的 n < s ). 正如圖 16.4 所畫的那樣，等價的打3>是 


F(s ) = 


1 + Ff(s)F ^{s ) 


伹是根據過濾器理論，最優過濾器的傳遞函數 F ⑻可以 從方程 <16.23> 或者方程 （16*24) 
求得，知道了 f ⑷以後，我們得到賴的反饋綫路傳遞函數 n ( s ) 如下： 


F b ( s )= 


F ⑷ 


1 

F / ⑷ 


_ 考弯年辱弯碑.在前面幾段中，我們假定噪聲來自伺服控制系統外面，系 
統本崴“聲 .+ kkkk 多情況下3司服控制系統的內部曾產生噪聲.例如，像圖 
fit) (16+5) 所表示的系統除了外來的 

噪聲 ㈣ t ) 而外，還會從測量輸出 
yU ) 的儀器那裏產生內噪聲 mu >， 或 
宥一種輸出干擾.這裏仍然用 
miO F / S ) 表示前向綫路的傳遞函數, 

S ) 表示反饋綫路的傳遞函數， 
^( s ) 表示希望對信號所進行的 
作用.令 SO ), 州 r ( S ), 和 Z ( S ) 分別表示 /( t ), 叫 和; 3( t ) 的 

拉氏變換.於是 

F s (s){S(s) + N(s) -^(s)[Y(s) 4- M(s)]} Y{s), 

以及 



圔 16*5 


Z(s) ^ F^sySis)^ 


所以誤差的拉氏變換就是 
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E{s) = 7(5) — Z(s) 


心⑻ 


F f (s)F b (s) 


lS(s) + N(s)] 



F f (s)F b (8) 

M(s) - F 1 (3)S(s). 



1 4 - ^t(s)F^(s) 


令 

F ( 包） = 

丄 

F f (s)F\(s) 

^F f ( S )F b (sy 

<10+43) 

我們就有 





1 - F(s) : 

1 

1 4 - F i (s)F b ^) 


和 





E(s) = [1 ^ F(s)]lF f (s)S(s) -]- F f (s)N(s) - F,(s)S(s)] 

^ F ( s ) [ M ( s ) + F i ( s ) S ( s )]^ 


這個方程表明，现在的伺服控制問題和傳遞函數等於的過濾器問題等價，相應的輸 
入信號 &⑻ 以及相應的噪聲轍入 V ⑷給 出如下(這裏的撇號 v 不是導數的符號！>: 

sv ) = { Ff ( s ) F r { s )) S ( s ) + F f ( s ) N ( s) f | 

N ^ s ) = M ( s ) -h F ^ sySis ), 1 16,44 

原來的問題是求最優的 AO )， 現在化成求最優的 F ( s ) } 這襄相應的信號和噪聲與未知 
畺仏⑺無關.我們假定原來的信號/川和噪聲之間沒耵關連 ，只有 H 相關連函數存在. 
於是我們只冇功率譜心，也利用方程 （ ie ^ h 等阍 的過璁器間題中，那些少是 


f ( y ) = - h ⑻][〜― s ) — 

+ Fy(S)Ff(—S)^ nn 

^ (|^) = IFf (- s ) - — S >] i ^ ⑻ 0" (4 -) f 

少 ny (I) = Fi( —s)[F/(s) — F i(5)]tP" (+)’ 

^n r n' (^") ~ (+) + 厂 1 ⑻尸 】 (- S ){I). 


(16^45) 


由上面的公式可以看 出， 雖然原來的問題中信號; fU 噪聲沒有關連，可是等價的過滤器問題 
中仍然有功举譜 Av 和也 7'. 利用方程(^45)，被分解的函數就是 

少 (W) = — = Ff(i(j>)Ff(—i<i>){Off(to) 4 - ^nn(^)} + 少關 ( 如）， （ 16-46) 

根擄方程 U 6. 2 3)， 最優的是 


F(S) 




if(-s) ^ 


(16.47) 


當八 s ) 巳知時，方程 （ i &43) 給出最優的反饋綫路傳遞函數 如下: 
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^6<5) 


1/ A ⑷ 


[\/F(s)] - 1 


(16.43) 


飽和限制，考慮圖 I&6 所表示的伺服系統，要求設計得使輸出 2/( 叫盡 可能的和輸入 


接近.放大器的憚遞函數是 F a (s )， 伺服馬達的傳遞函數是如果設 
計的條伴是適當地變化八(外使得誤差 e(i ) =扒0 —/(纟)的均方®可能變小，這樣 


在運轉的過程屮，加到馬達裏的控制輸入功率就可能達圈非常高的數童 4 爲了避昆發生 


這種功率過高的情況，我們耍求加到馬達的功率的平均値必須是某一個確定的値,在這種 


情形下，半均卒方誤差是 




「 F»F» X 1 



+ ^a( —i^)Frn( ) - 


0f f (<a)da>^ (16.49) 





F m {$) 


* 



圖 


加到伺服馬逹的轍入平均功率由加到伺服馬逹裏信號的平均平方表示出來，這個平均功 
率保持固定値〆.於是 



2 



Fg ( W ) 

1 + F a ( io >) F m ( io >} 


2 

^ Pff (< o)dw ^ 


(16*50) 


利用拉格朗 H 乘子法.這僩以方程 （16.50) 爲拘朿條件，求0 的極小 値問題，可以變成求 
? + b 2 的極小値問題， A 是放大器的常數，所以求極小的 m 分是 

6 3 + Acr s = i J ' I 一 1] [ F ( — ) 一 1]0// (公〉 

+ ‘， (16.51) 

F m ( io})F — zo?)J 


其中 


^(5) - 


F a (s)F m (s) 
1 + F 


(16-52) 


把方程 (iwi> 和方程 (ifus) 的那個 m 分加以比較.我們看到現在的問題等價於 a ( s )= 

- 0的過濾器問題，等價的噪聲功率譜是 




_ ^ ff ( 


被分解的函數是 


0(<0) - ^ 


A 




少"（吐 


根璩方程(16_23>,最優過濾器的傳遞函數是 


(16.53) 


2(Jt) 
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16.h 


F(S ) = 




j (一 


(16.54) 


除了一個常數 A 而外，方程 （16.52) 和 <16.54> 確定了最優放大器的傳遞函數這_ 
常數 A 要相:據方程 （16.50) ,由功率水準/來决定. 

前面幾段的討論表明許多種類型的問題可以由維納-闊爾莫果洛夫理論解决.實際 
上，第 EU 2 節敍述過的轍入是隨機函數的伺服控制設計問題，也可以用這一理論解决，劁 
伺服系統的這種應用是第十四韋詳細討論過的极璩指定積分條件進行設計的另一例子. 

只耍這種準則能够給出，最優的系統特性就完全確定了.進一步講，由於所選擇的特 
姝類型的準則以及控制系統的性質，得出的控制系統是綫性常系數，系統，這樣一個關於伺 
服系統更爲特别的設計槪念，比先前幾章討論過的反韻 伺服設 計原理前進了一步，勃克 
森包姆和諾威克 ( D . Novik ) 可能是首先提出過濾器理論的這種特殊應用 的人' 

16.6 最優檢測過濾器 

在很多 控制系 統中，常常提出這樣的問題:在强烈的噪聲千擾下要把信號/⑴探測出 

來.在這類問題裏，信號的形狀通常是知道的，所嬰探測的娃當信號達到預期的値 /(U 

時，經過的時間 L 例如，雷達的情形，我們知道是具耵某種固定形狀的脈冲.問題在於 

要知道信號什麼時候違到它 的最大 强度，假設 fr : &的時候達到最大値，那未， 搬刻 t 0 

過濾器應該給出最小的信號變形.所以最優過濾器必須如此設計，使得經過了過濾作用 

的信號在 t 畤刻實際上和 /( W 相同，這裏的拘束條件就是 

U . t Q ) = f ( t 0 ) = const, (16.55) 

進入過濾器的噪聲是叫 t ); 相應的輸 出是叫 G ). 我們希望通過過濾作用後儘可能消除 


噪聲的影響，這種要求可以寫成 

T 5| Tt > = min . (10.56) 

問®是茌 HO 和‘以及表示噪聲特徵的或者已給定的情况下，確定過濾器的 
傳遞函數 F < s ), 或者確定過濾器對於單位冲景的反應函數 fe ( it ). 把提出的要求寫成 

nl(t) — 2A/ 0 (t 0 ) min, (16.57) 

其中 A 是拉格朗日乘子.具有普遍形式的這種問題已經由紮第 ( L . A . Zadeh ) 和拉格基 
尼 ( J . R * Ragazzini ) 解决了 下面敍述他們的結果， 

如果心 n ~) 能够分解 


0nn(^) - (16-58) 

其中叭 W 的極點和零點在左半 S 单面上.通常我們考慮兩個串聯的放大器，其中一個的 
麵函數等於 hns )， 另外一個的傳遞函數等於 wo ) 苒把他們和過濾器帀聯起來，如圆 
is .入 道一系統和原來的系献等價.我們用厂⑴表示後面雨個傳遞函數的乘 W , 也就是 

F f {S) = ^(s)F(s), (15,59) 

它對於單位冲量的反臁函數用 V ( t ) 表示，加到的信號用 f ⑴表示，噪聲用 n f (tm 


1) A. S. Boksenboni, D» Novik, XACA TA 7 , 2939 (1953), 

2) L. A- Zadeh> J. R. Eagazzini, F? oc % 1RE W 40 t 1223 — 1231 (1952)^ 
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/⑴ 



1 

f \ t ) 1 




nT ) 

V "( n | 

- 


Fis ) 


n ⑴ 


Fit 


固 16*7 


示.假設 s (^> 是信號八 t ) 的诂氏變換,也就赴 


㈡ 


S{w )=1 f ( t ) e^ iu)i dt 

o 


於是 


fit ) 


, a S(ioy) 一如 


2?r J 墨① ^(io)) 


根據方杩 ( Ml ), W ⑴的 功率譜就是 


Uto) 


叫禮（一 i 泊 ) 

所以現在的噪聲迠白色噪聲，它的 S 相關函數是 

R^(T) -■ 3(r) 

現在系統的輸出可以寫成 




h ( t ) - / h f ( T ) f r (t — T)dT 

0 


以及 


c£ 


n ^( t ) — I h f ( r ) n f (t — T)dr_ 

0 


噪聲輸:出的卒均平方就 是颂幻 的系集毕均値，也就是 


U 2 r ^ 


⑴ 


nl ( t ) ^ j dr j dr f h f ( r ) h f ( r f ) n’(t — T ) n f (t 

= f:f: W(OU T — Tf ) dT 此 • 

徂是噪聲的扣關函數由方程（川6 2 )給出，因此 


，tii 


J : 师 ㈣ . 


所以利用方程 （ ifi . m ) 和 （ IG . M ) 可以把方程 （ ie . 57 > 寫成 


y? 


CQ 


o [ h ( ( t)Ydt - 2 kh /( t ) f \ t Q — t)dt 


mm 
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(16-60) 


(16.61) 


(10^62) 

(10-63) 


(16*64) 


(16^65) 

(16.66) 


徂是原來問題 巾已經 給定了 /(G 和 ^和），所以广(〖）是可以由方程 〈 iwi ) 計算出來的 
一個確定的函數，所以方程的第二個積分是一個固定的 常數. 笫一個積分是 TH 
的或者等於零，因爲要求 兩個稂 分相加起來取極小値，方程 (16.66) 中第一個稷分必須等 
於零，於是只有假設積分裏方括號內的那些量等於零才行，這樣就得出 

h ’( t 、 = Wo — t > 其中 t ^ 0 t 


(16,67) 
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Ifi7 


自然，實際上可饩現的系統 ，當 6<0時， h , ( t ) = o m 換句 話說，對於正的對眾位冲 
董的最®反應丙數恆等於 fit ) 對 t 。/ 1 2 點的鏡像，對於噪聲是白色噪聲的特殊情形，在 
早些時候這個結敢就已經知道:了，首先推導 出這個 結果的是諾斯 < D . 0. North ), 

採用方程 （ K >. n > 的結果，並 g 助於方杩(1以 9 >和（ 】6 . 6 1)，可以把原來問題的最優 
過濾器傅遞函數 F ⑻肛接寫出來： 


F(s ) = 


▲ J : dt # I : l^£y e ―如， 


(16.68、 


其中 A 总根 據方程 （16.55) 的常數 /( M 來確定的，這個結果和方程 （16.24) 所給出的那個 
維納的最優過濾器非常祖似，實際上我們可以寫成 


F(s) 


ns ) 


■ e •叫 jS ( —«)■ 

- ^(- s ) 一 


(16.69) 


其中 []+ 仍然表示取括號內的函數 R 有極點在左半 s 平面的那一部分，也就是要使得傳 
遞函數實際上是可實現的，方稈 （^68) 和 （ 1G.69 ) 是由紮第和抆格基尼給出的坡優檢測 
過濾器公式.由於處理的是與另一個系統等 m 的問題，在那 個系統 中輸入所包含的噪聲 
分量是白色噪聲（圖 I 6 . 7 〉，所以，埋論的推導就被簡化了.這種辦法對於簡化複雜的最優 
過濾器問題是非常布效的， 


16,7其它的最優過濾器 

前面討論的過滤器理論中「基本假設之一是關於信號或者噪聲等隨機函數的平墙性, 
如果時間相當長，因爲系統的3然變化，或者由於在系統運轉的時候奵目的的加以改變的 
綠故，卒穩性就不見得成立了.隨機輸 入往往 只在一定的時間間隔 T 內是:平穏的，如果時 
間間隔比 T 長一些，隨機函數就不爯是平穩的了.所以，假設對於某一平穩隨機阑數設計 
—個過濾器，假設過濾器的特性時間比: T 來得大，實際的性質就會與理論結骷不相符令， 
過濾器的性能也就會非常差.花這種情况下，把理論上 " 最®的”過濾器加以改變而採月 
一個物14時間較短的過濾器#好一些. 

一個更爲合適的解答是把時間: T 明顯地包含在我們的理論考盧之內，我們可以這樣 
作：我們要求過濾器對單位冲量的反應函數 Mf ) 在間隔 0 < t < r 以外等於零，於是從 

就可以算出 


y(t) = f T h(r)x(t — z)dr t (16.70) 

這個方程說明這樣的事實，只有從現在起的一段時間間隔 T 內，轍出依賴於轍入.所以這 
種過濾器可以叫做有限記憶過濾器.前面討論過的過濾器相當於 T ^ OO 的情形，是無限 

言 . 己嚀爭寧爭 . . ‘ _ 

““拉格基尼曾經討論過有限記億過濾器.他們”給出和前面一節類似的檢測問 
題最優過濾器的解答，他們也給出一個更加複雜的最優過濾器問題的解答' 其中轍入信 


1) T」.A. Zadeh, J. R, Ragazzini, Proc. IRE, 40, m]—im (mi), 

2) L, A. 2adeh, J. R. Rsgazzini ， 人 AppL Phys* t 21, 6IS—6S4 (1950). 
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號包括兩個組成部分，一個平穩的隨機函數和另外一個表示成 S 的多項式的不平穩隨機 
函數.對於有限記憶過濾盘，性能準則屉;首先消除 T 灼誤差，其次使得平均平方誤差最 
小，因爲信 號中包 含不平穩的隨機函數，所以平均誤差不見得自然就會消除.他們所給 
出這-理論的解答，通常很 難用簡 單的電 附電容 綫路來實现.實際上，甚至於像無 窮記憶 
過濾器那樣比較簡單的卯題，由方稃 U &6 S ) 和 （16.69) 所給出的解答冇時候也難於實現. 
實際的過濾器只可能近似於理論上最優的過濾器.所以理論上的解答主要在於指導設 
計，給理想的性能提出一個參考性的標準. 

16.8 一般的過濾問題 

如果我們放棄不完营的電 附電容 棧路，而用-•個榄擬計算機或者甚至於用数字計算 
機作爲過濾器，6然還能够採用複雜的理論上最優的過濾器設計.而且可以達到理論■上 
的最優的性能.可是把一個機械-電子計货機當做元件加到控制系統裏*就大大地增加 
了整個系統的複雜稈度，所以只 W 仅萬不得已的時候才這碟作.如果我們已經使得系統 
非常複雜，而孔付出了很大的费用.我們递是可以懷疑是 占眞 疋得到最好的性能，前面 
幾節討論過的最優性能 R 是在现 淪中邢些假定的限制條#下“最®”而已.例如,對於兩 
個宵同橾關連函數或著同樣功率譜的随機笸號 * 根擄已有的现論，就要求用相同的過濾 
器.這在某種意義上，道是對控制性能準0的一定的放鞛.良定的說，如果我們關於信號 
的了解除了功率譜以外，還知逍更多的統計特性，那末我們將可以區別這兩種信號，並且 
利用這些更多的知識來改善我們的設計，於是我們能够得到比以前的所謂“最優”過濾器 
還要好一些的性能.很明顯，解决過濾問題的更一般作法一定耍求更高深的槪率論知識 * 
最近發展起來的 f 亭攀這一門科學也可以在這裏找到很大的用途 ■ 在這方面巳經開始 
“槪率地”去處理中險測一個信號的問題\伹是還留下許多有待於芫成. 

維納-闊爾莫果洛夬最優過濾器理論是以平均平方誤差這一準則爲基礎的.由於採 
用迓 一準刖，我們基本上是若重於距那些犬的誤差較小 ，而沒 W 考虛那些小的 誤差. 饥是 
很多情况下，我們的興趣在於使邪些一般的誤差儘可能地小.不只是特別考慮那些不常 
出現的大誤差.槪率分佈函數形狀也可能是不對稱的，半均値離衆數很遠 • 像道種情 
况，平均毕方誤差準則就宂全不適用 4 作爲一個簡眾的例子，我們考盧伯德和中南引用過 
的問題'這個問題是预卜明 X 是否晴天冽爲大多數都是晴天，不可能有負的降雨天去和 
降雨灭相中衡，所以槪率分佈函敫非常不對稱. 以這 個分怖 M 數的平均値爲基礎得到的 
敢小平灼誤差將表示有小雨的那穐天氣.對於準備去野餐的人說來，這樣一種預卜完全 
沒有任何 S 義.他的興趣茌於知涟具正是晴天的槪率_因爲旣便有小雨，野餐也只好作 

m . 

這一章襄關於 ft 優過濾器理論仍然假定所討論的是綫性過濾器，輸出和輸入的關係 


1) 例如 ■ P. M, Woodward, I 4 L. Davies, PkiL Mag. } 41, 1001—101T (i950); Proc. IRE 39, 
1521—3524 (I9S1); /, Inst. EUc. En(/rs, London^ 59, (3), 37—51 (1952); 以及 T- €；♦ Slat¬ 
tery, Proc, IRE. 40, U32—U36 (1952). 

2) H- W. Bode and C. E* Shannon, Proc, IRE, 29 P 417—+2S (1950). 
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是用一個常系數綫性微分方程表示的.很淸楚，這是一個我們自已加上去的限制，這樣怍 
的 B 的在於使理論變得簡眾，而且這種過濾器可以 用電羾 電容綫路綜合而成.對於特忤 
隨時間改變的系統，比如第十三章的火箭導航则題，這種過濾?居顯然是不合適的.狂變 
系數系統的情瑕，合適的過濾器也必須具食隨時間而變化的特性，如采過濾器仍然是綫性 
的，那末還可以應用#加原埋，輸出和輸入的關係也還可以通過單位冲锖的反應函數來確 
定，伹是這時候的反應函數&是雨個齄數 t 和 r 的函數. i 是系統有反應的時刻， r 是 
冲量作用的時刻，所以楡出 y ⑴可以根璩輸入 ㈣ 0由下列公式算出： 

y(t) = J: hit , t ― T)x(t — T)dr t (16,71) 

在這種情彩裏，最優過濾孫的設計閲題就是首先確定 Mht )， 然後想辧法實際上找出這 
種單位冲量的最 優反應 函數. 



第十七章 


自行鎭定和適應環境的系統 


前幾章裏，我們已經指出：如何可以設計成功高度複維的控制系統，使它幾乎能够具 
I 任何一種挹定的性能.自然，系統越是復雜，那末由於整個系統的裝配上的差誤，或者 
因爲個別元件的損壞而發生失靈現象的可能性也就越大.所以、對於複雜的系統，在實際 
運行中設計的可靠性問題就變得極爲重嬰了.在這一章和最後一章，我們將以兩種不同 
的覲點考虛這個問題* 

本章裏，我們將討論在系統裏建立可靠的和能適應環境的性能的這種可能性，使得系 
統任沒有人 幫助的 情況下，本身能够3動地改正那些設計中偶然的或不能預料到的差誤. 
控制系統本身就能 K 理解”如何 I 確地行動的這種性5? <自然這裏的理解二字需要加括 


號：)，很像生物 的寧寧 举寧哮，這種機能保證生物在周 圍環境 變化的情况下能够 生存. 在 
複雜的系統裏， ‘舍螽 這一槪念是從有關斗:物的生活狀態的研究中很自然地得出來 
的，西爲對於生物是十分明顯的，在這一章裏，我們的討論是以阿施貝 （ w . R . 
Ashby ) 寫的一本著名的書 1 >爲基礎，那本書中研究了關於神經系統產生適應行爲的特獨 
能力的由來.關於一個動物的腦子到底是如何構成的，對於這個問題可能有不同的看法. 
伹是我們的曰的只在於4皆出利州機械辦法有可能得到適應環境的性能.至於提出來的機 
構是否是唯一可能的一種,我們就不去考盧了， 

17.1 自行鎮定的系統 

4 


爲簡單起見，我們考慮由兩個 變童的 和仏確定的 S 特系統（在第 10 J 節已經討論過 


這種類型的系統)，相平面就是 h 此平面，假設 i 表示時閲，於是决定系統運動狀態的聯 


立方程可以寫成 


dVi 

dt 

dt 


= Mvu V2 ； C). 


(17.1) 


這裏函數 A 和九裏包含着一個外加的參數 C , 只有當 C 確定的時候，表示和也/此 
之間的函數關係，以及 h 和仏本身才能確定.作爲一椅特殊情况，我們讓 C 取一系列離 


散値，根櫨點(机， 以的軌 跡曲綫就確定了系統的運動狀遒的形式，這些軌跡曲綫是由相 
巾面 上不同 的初始點出發，隨着時間增加而得到的曲綫.很淸楚的看到，參數 f 能取多少 
個不同的値 t 系統就&有同樣數 U 的運動形式.例如，在笛 10.5 節討論過的綫性系統 (相 


當於仏 = KW 屮有參數 C ， 假設 C 能够取卫個不同的値，一個是比一 1小的負數， 


1) W* K. A^hbyj “Design for a Brain,^ John Wiley & Sons” New York, 1952. 
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一 個是一 1和0之間的負數， 一 個等於0, 一個是 U 和1之間的正數，還有一個是大於 i 
的芷數，五個運動形式巾圖到 10. IG 表示出來.現在遄可以舉出另外一個例子 

-^ 1 = «n(0^i + j 

- [ (17,2) 

其中系 數^, C 的單調函數，於取多少稗不同的値就耵多少 ffi 不同的 

系數，每一飢系數給出一個一定的運動形式. 

如果在相平面 h 系統所有的運動曲綫趨向某一點（穩定平衡點>，那末運動形式是穩 
定的； 如果系統的運動曲綫由平衡點發散出去，系統的運動形式就是不穩定的.滿足需要 
的系統3然應當是穩定的.如果我們能够使.系統自動擯棄邢些不 S 定的運動形式，而保 
留穩定的運動形式，那未，就能使系統得到我們所需要的侖適的運動狀態. 

如果把所需要的系統的平衡點用一個封閉的邊界包圍起來，並且建立一套間關裝置, 
每當系統的運動曲綫到達邊界上，那末參數 C 就膂改換成另外一個不同的値，我們來觀察 
一下這將會發生什麼情況.假設有像圖 17.1 ( at 表示的一個由 ^點開 始的運動形式，這 
是一侗不穩定的運動形式，系統將會在匕點和邊界相碰，碰到邊界的狀態就促使閲關裝 
置發生動作，於是 C 跳到另外一個不同的値，系統的運動形式變成 17.10) 那樣！個形式 



@ 17,1 
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也足不穩定的，系統從 匕點 運轉到尺點和邊界相碰，開關裝 E 又改變 C 的値，運動形式 
變成圖 〖7 J (幻的砝子，其中雖 然包含 舂一個穩定帀衡點 i 伹是道時候系統仍然向邊界外 
面運轉，開關裝置叉第三次發生作用，運動形式變成圖句表示的那種樣子，系統由 
P , 點運轉到半衡點 A ， 這個形式將保留下來，因鸩在穩定條件下，系統將不會和邊界相 
碰，因此開關裝 it 不發生作用， C 也就不會再改變. 

所以，只耍加上一套開關彼置和一個事先就規定在相平面裏的 - 喷學箏*.系統就自動 
的擯棄那些不穩定的形式,保留穩定的運動形式，而自動達到稔定狀 : 態\ i 進一步，使參 
數 C 改變的開關裝®，它的作用吋以完全是隨機的.如果開關 P 、 動作一次 就達致 稔定的 
形式，這當然比較好，但是無論閒關作用了一次成者作用了三次，得或的結黾總是一樣 t 
終歸能達到穩定狀態.由此可見>我們可以藉助純粹機械的方法產生申哼寧®苹嚀 • 
這様的系統 H 動地莲到穏定狀態， ■£： 並不是具有那種事先設計好的穩金 f •理 
解”而變成穩定的(不言而喻，旣使對於每一個藉助於開關裝谞而實現的參數 C ， 這個系統 
總是穩定的.如果系統的結構完全不穏定，也即對於任何一個參數 C 系統都不穩定，那末 
這種方法就不可能濩得成 功〉. 所以它有着更加高超的穩定性質，在阿施 M 的書中把這種 

系統叫做、疗寧字％予尽”_ 

我們可以'把雨¥ 變量的 G 持系統推廣到游榈變量扒的系統,這褢 i = 1，……、於 
是微分方程可以寫成 

^ = fiiVit Vi -s V^O i = 1,. n t (17.3) 


其中 C 是一個參數.每當相空問听裏系統的運動曲綫碰到開關邊界， C 就由原來的値跳 
到另外二個不同的値.此處的開關邊界是 w 維空間裹的一個抑一1維超曲面*這樣一個 
系統也同樣是 S 行鎮定的系統. 

17.2 自行鎮定的系 統的一 個例子 

爲了說明 & i 行鎭定的系統的運動狀態，阿施貝做了一個比較簡眾的 槙型' 這個模型 
包含四個變量，四個鏺量心如知和 m 分別表示四报碰鐵的轉角；磁鐵在運動時受到很 
大的阯尼，採用四個棧 蹓去控 制甸一根磁鐵的位匿，通到每個棧豳的電流又分別由四根碰 
鐵的轉角决定.因爲附尼很大的原故，磁鐵的運動柑當緩慢，可以把憤性力忽略不計，根 
璩由棧阖產生的那些力®應該等於吼尼力妞的關係，得茺運動方稃： 


办1 
dt 


= aillh + <il^2 + a - lBi /3 + ^idU , 


d 扒 

dt 


= ^2lVl + + ^2S^3 + ^ilU t 


办 3 
•• 

dt 


= a 3J&l + a 3^2/a + ^33^3 H" 


dy 4 
■ ■ • 

dt 


=^Vi + 〜必 + ^Vi + a 滿 ■ 


(17_4) 


i) W. R* Ashby Electronic Eng* y 20 ? 379 (1948)* 
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方程裏那些系數^的大小可以由實驗苕用一個可變電位計調節通到綫圈裏的電流加以改 
變. a 的符號也可以利用安裝在綫圈棧路中的換向器加以改變.此外，對於毎一根磁鏹, 
控制它的位 S 的四個綫圈中，有一個綫圈的電流經過一個轉換開關，轉換開關共付25個 
可能的位置.每當磁鐵的轉角在正方向或者負方向偏轉到的時候，轉換開關就随機 
地跳到另外一個位置.這樣一來，系數= 1,2, 3, 4) 中的四個系數，好個都能屮 
四個轉換開關隨機地選取 25 個値中的一個.對於每一根磁鐵，或渚說每一個變量的，我 

們可以畫出一個像圖17』 

那樣的方塊圖. 

這裏的開關邊界是四 
維相空間裏以原點爲屮心 
邊良和轉角枏應的“立 

方體' 對於實驗者每給 
出一次的安排來說，四 
個轉換開關能够給 出被它 
們决定的2# = 3 9 卩,13 25 锚 

匹個系數的 a 合，所以我 
們用手變動一次苽變電位 
'計，這個模型就有糾0，沾 5 

種運動形式，這些形式中冇些是穩定的，耵些是不穩定的.不穩定的形式將被自動的擯棄 



毎當 lyi 1=45° 就 3 生 
转換作用 


圖 17*2 


掉, 


現在可以把自行鎭定的性質作一個形象化的 說明. 首先，爲了簡單起見，我們先看一 
根磁鐵，使它的反饋綫路 M 過一個轉換開關回到它本身；把其它的綫圈隔斷.圖 n . 3 表 


示 a 根碰鐵的運動形式，圖 
中上面的曲綫代表磁鐵的轉 
角，下面的曲綫表示轉換開 
關的動作.在用孑撥動-^時 IUJ 

碰鐵；仉是轉換開關的位置 - - -^- Hfl - 

給出一個穩定運動形式，磁 圖 173 

镦就很快地回復到原來的位 ffl , 在屯用手把反 IS 綫路倒轉，現 在轉換 閬關顶光的位 ts 
使捐^系統變成不错定，磁遒的轉角到逹開關邊界〈圖中用虛綫表示的郃分).於是轉換問 
關發生作用，轉換開關跳動一灰後，形式變成穩定的，根據花 A 時剠加一個外働诉引起的 
變勤得知系統確實是處於穩定狀態中丁. 在仏 再用手把反饋綫路倒轉，這時候轉換問 
關隨機地跳動了四次才使系統達到穩定狀態.在 A 系統又是穩定.的了. 

現在 W 來討論下面一個例子，這時，有兩根互相影響的碰鐵，分別用的和約表示他 
們的轉角，系數~由實驗者給定，系數^由轉換開關隨機地収値，狀跺的系數都取爲 
零，對於每次給定的一個〜,由於轉換開關能够隨機的取卽個缸屮的一個,於婭就心 h 
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種不同的運動形式.宵驗所得的結果用圖 17.4 表示，圖中上面的兩條曲棧分別代表兩根 
碰鐵的轉角仍和此；最底下的曲綫表示轉換開閼的動作 . fr : 轉換開關的位設給出的 

足一個穩定的運動形式，轉角…和仏是同方向的.在私，倒轉第 2 根磁鐡的綫圈的極性 
(M 入這個綫圈的電流由第1报磁鐵的鹎-角决定)因而改變了系數 a 21 的符號，這時系統就 
不穩定了，轉角 h 到達開關邊界，轉換開關跳動一次後系統又變晈穩定的.在凡由一個 
試驗性外擾表明系統是穩 
定的，仿和拆的方向正如 
預科那 樣是相反的.在圪， 

把〜的符號又換成在 
時則的符號；轉換開關作 
用後，系統又是不穩定的 
了. K 到轉換開關跳動三 
次以後系統才達到穩定. 

在 A , 可以看出系統又是 
穩定的和的偏轉的方 
向棺同， 




最後舉一個例子說明，甚至於直到系統設計武功後都未曾预料到的情呪發生時，自行 
鎭定的系統也會自動的適應環境 * 我們考慮圖 I 7 . 5 表示的具體過程，這裏有三极互相 
影響的磁鐵分別用如扒和讥衷示他們的轉角 •在 A 的情形表明，最初系統是穩定的. 
轉角奶和仏方向扣同，伹是的的方向和他們相反 * 現在在時刻八我們使模型遭到一種 



W 
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新的， 沒有预料到的情况;我們把第 
一根磁鐵和苐二根碰镦連系在一起 
了.這樣一來他們轉動的方向就必 
須永遠一致，加入這種限制以後, 
轉換開關的動作情況和以前可能的 
動作情况有所不同.兩根磁铤連在 
一 起以後，系統變成不穩定了，結果 
轉角增大使轉換_關發生作用 ，一 
連擯棄 三個不穩定的運動形式才達 
到穩定形式，如认所示.花^把 
第一根和第二根磁鐵間的聯系解除 


掉 I 系統又變成不穩定的，這時就又要求轉換開關發生新的動作. 

17.3 鼉定的槪率 

前面一節，我們已經說明自行鎭定的.系統在某些情況下尋找穩定形式的那種具有適 
應能力的特微 * 自然會發生下面的問題：關於穏定的尋求是否辘能成功昵？成功的槪率 
等於多少？如果我們考盧方程 < n .3) 所確定的那種具有^個變量的自持系統，離散銮數 
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C 的毎一個値給出 一 個普通的動力系統，於是和所有 C 値對應的那些 W 個變景的 S 持系 
統組成一個系槃，我們可以在帶有開閼邊 界的扪 莬間裏把穩定的槪率確定如下:在相空 
間裏取一點 P ( A >, 考慮 圍繞着 P 點的一個無窮小鄰域吓，在上述動力系統組成的系集 
裏具有穩定平衡點花體潰屮的百分數是在開關邊 界圍繞 的扣空間内求 dp 的 W 

分，這疣就铪出對應於特定的開闊邊界的 系統彎 卑巧了吧寧 fp . 

不言而喩，具: E 要計算這個穩定的一般槪二® isw 難的數學問題，爲了得到關 
於這個槪率的一些了解，阿施 M 對下面一類綫性系統的系集做了一些實驗分析 


dy 

dt 


• w 




1，2, 


(17.5) 


這裏 R 冇原點是一個卒衡點.必須研 究下® 的行列式方程才能解决系統的穩定問題, 


(… 一 U \ = 


d ： 


，當 s 


k = 0,當 i 一九 


(L7.G) 


假設所有的根; I 的實數部分都足負打數，那末系統就适穩定的.通常這些根 a a 爲方陣 
叫的特徴根.在系集裏有些方陣的全部特微根實數部分都是負贳數，這種方陣出现的槪 
率等於系統穩定的槪率.阿施 k 考慮了最簡 眾的 分佈，即均 a 分佈的情形，其體地說，就 
是 方陣仏 中每個元素以同樣的可能性取包含在 一 9到+ 9之間的毎一個整數値.一般 


說來，可以藉助於記載隨機數0的表來完成選取 W 的値. 當扑= 1，穩定的槪率顯然等 
於 1/2. 對於其它階數的系統，阿施見利用胡爾維灰 (1 Hurwitz) 的規 UP 試驗穏定情 
況.他所得到的結果列在表 n.i 內.可以看出穩定的槪莩爲隨着系統階數的增加而逐 
步減少.這個槪率近似地等於 Vf. 

如果我們對％加上某些適常的限制，那柒穩定的槪率就會增大.例如，我們使方陣 
對角綫上的元素等於零，或者等於負數，假 設變量 之問互相不發生影響，那末系統就總是 
穏定的，對於一個變置，或者 n = 1的系統，禕定的槪率顯然锃於1,當料= 2 ,槪率等於 
3/4. 把阿施貝的實驗結柒列住表I 7 . 2 內， 


_ 表 17.1 _ 

« I 試 ; 驗次數 1 找到银定的次數!榼定的百分比 


2 

3 

4 


320 

100 

100 




表 17-2 


况 1 

試驗女數 

找到错定的矢數 

钱定的百分比 

a ! 

120 

&7 

11 

3 

100 

SS 

55 


由表中看到韬定的槪率增大了一呰，但是無論如何，常變旮的數 h 增加的卟候 ，稔定 
的槪率就一定會減小.從這些研究材料屮，得出下而的結論:系統 ® 定的槪率將隨着系統 
逐漸變愎雜而按一定的規律逐漸減小，那些龐大的系統不穩定的可能性就比穩定的可能 
性大. 


17.4 終黏場 

按照 W 施以的作法，對於某個給定的參數値 C 所得到的運動形式我們都給它一個固 


1) An Hurwitz; Matkematisckcn A?inahn 3 W, 273 (1875), 
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定的名稱，把相空間裏的運動形式稱爲寧^這種場隨着參數的改變而有所 
不同.經過開關作用後與某個參數値劉後:的‘穩:定場稱爲峰寧|學，這樣一來，求出 
到達終點場所必須的開關動作夾數的毕均數兄就非常重要 ， krnkn w 和 ti 行鎭定系 
統穩定的槪率 p 之間有簡單的關係.開關第一次作'用後能達到終點場的槪率顯然就等於 
P . 沒有達到終點場的槪率是 <2= 1 — P. 假設開關完全隨機地起作用，於是第二個場 
(第二次開關作用後得到的場）是穩定的槪率仍然等於不穩定的槪率仍然等於 l 所 
以第二個場逄到終點場的條件槪举等於而第二個場仍然不是終點場的槪率等於 V. 
以此類推，我們知道開關作用 m 次以後才逄到終點場的條件槪率等於 pq ^ f 達致終點場 
所必須的開關作用次數的平均數~就是 

^ mvq ^ 1 

N ^ ^- = (I 二 q ^~\ =」_ = 丄 . (17.7) 

± PQ ^ (l ^ q) l ~ q P 
m = 1 

如果？ > 非常小，對於那呰龐大的系統來說，達到終點場的開關動作次數的半均數 n 就非常 
大，這樣■看來,因此就需要經過一段漫長的過程,需要很長的時間才能找到終點場. 

在一個場裏，如果只冇很小一部分運動形式曲綫趨向平衡點，而其它的曲綫將從平衡 
點散開去碰到開關邊界，這種特殊的場可以稱爲奇異終點場. 罗 、有從開關邊界出發的運 
動曲綫恰好就是上述能趨向平衡點的那些少數的曲綫中的曲綫，這 個場才 是終點場，下 
面我們就會看到，這種奇異終點場是不好的場.假設一個自行鎭定系統所有可能出現的 
場中，有一部分是奇異終點場，這一郁分場成爲終點場的可能性非常小，爲了說明這一點, 
我們再進行一些分析.開關邊界曲面上總有這樣的部分，從這部分 m 發的運動形式曲綫 
趨向平衡點，設這部分而 m 和整個開關邊界曲面面稷的比値是 t 例如圖 l ^ Ua ) Mb ) 
表示的那兩個場 fc = 0,圖表示的場中，左差不多等於 I / 2 .圖 Hl(d) 表示的場， 
I. S 行鎭定的系統所有可能的那些場中，如果布&在 ft 到 fc + dfc 之間的百分數等 
於 f ( k ) dk . /(&) 就是自行鎭定的系統可能有的場的分佈函數，按照定義 

r f(k)dk = 1 # (17.8) 

Jz 

因爲只有那些從開關曲面上那一部分出發的運動曲綫才可以產生一個終點場 _ 於是& 
在&與 fc + dfe 之間產生終點場的條件槪率等於由此可知，終點場的兮呼寧 
數 Wfc ) 和自行鎭定的系統可能有的場的分佈函數關係如下： 

4 

J k i f{k f )dk T 

顯然 

g(k )dk = l B 

如圖所畫的那樣，終點場的分佈集屮在那些 fc 値較大的地方，因此，很小的奇異終 


<n.9) 


(17.10) 
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點場是不好的場. 

然而，眞正的終點場的分佈與公式 (17 別栉到的那種可能的終點場的分佈並不相同. 

其原冈在於：系統的平衡狀態曾遭到一些隨機千摱 
的作用，如果相空間裏的平衡點靠近開關邊界,那未 
即使相當微小的干擾也會使.系統的瞬時狀態跑過邊 
界,而把原來的場破壞棹.所以，有随機干擾作用的 
時候，如果一個終點場保持 ® 定狀態的槪率很大，那 
未平 衡點必須在開關邊界内凳近中心的地方，例如 
圖 17.7 的 H 個場中， c 場就比 a 場和0場來得 ® 定 
一些.其中6場同時包含一個不穩定的平衡點和一 
個極限環綫. 

爲了把這樣一個作隨機干擾 作用下 的穩定性槪念浅逹成定请的形式.我們引入在一 
個千擾作用後終點場保持不變下的槪率 t 如果場裏 r 包含一個踗定平衡點 a um 
17.7, 並且假設干擾使系統由 P 點離開的分佈函數已 經確定 （臂如說按照一個 髙斯讣 佈）， 




那末，把這個分佈函馼在相空間中開關邊界所包圍的區域內求 M 分,就得到\如果終點 
場包含一個極限璜綫 s , 邠末，把極限環上的每一點先：#作是一個帀衡點，然後按照穩定 
平衡點的辦法求出相當的槪率，最後根擄系統將在這些點耗費的時間的比例，求出這毕槪 
率的平均値^這個平均値/就是場保留下來的槪率 * 我們可以認爲柘一個終點場都帘 
一 個這樣的槪率 t 用呶4表示終點場在〃的漑率分佈函數；也就是〃在 〃到 。 ' a 。 
之間找到一終點場的槪率等於顯然 

— 1, (17*11) 

用 0( ㈥ 表示眞正的終點場的分佈函數， 

^ 4^(fT )d<^ = T # (17.12) 

我們將藉助於训4來訃算 4(4, 我們旣然假定別 ㈦ 是眞爪儀後硌點場的分佈函數■這 
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個分佈函數將不會因镍隨機干擾的作用而有所改變.此外，在一個隨機千擾作 用以後 ，有 
値 J 在0到 J + “之間而百分數是 iP ( c ) d <7 的場，保留下來的槪率等於 A 遭到破壤的 
槪率等於1 一 L 由於一個隨機千擾的作用，而被破鹱棹的場的總百分數是 

f (1 - <T)ip(c)df7 t 
Jo 

新的終點場裉據可能的終點場的分佈而决定;也就是根據«所以在一個隨機干擾作 
用後，在 d 到 c b 中間終點場的總百分數等於 

-f (1 — cW)dd• 

囡爲隨機干擬不會影響最後的分佈 小⑷, 所以上面的威目和 Mda 成正比.如果 C ： 代 
表比例常數，那末 


C 4 - 掌 ( 戊 ） f (Y — )tp(fj r )dt7 ! = 0(<r) t 

把這個公式的雨端從 a = 0到 a = 1對本橫分，根據方程<1?.11)和 （17.1S) 就可知道 C 
等於1，所以我們得到 



外⑷ +<p{<s) f (1 — a r )W)da f = 0 (<j). 


Q 


上面方程裏的猜分是一個奥 0 無關的常數，可以看出如幻和^(^>/(1 -CT) 成比例關 
係，或者，由方程 (n.! 2 ) 得到 




9(^) 




(17.13) 


根據方稃 （n. 〗3 ) 可以由可能的終點場的分佈函數得到眞正的終點場的分怖函數.因 


爲可能的終點場的分佈，可以通過計算系統裏所有可能得到的場的分佈，利用方程 <17.9 > 
求得，我們至少能够在理論上根據自行鎭定的系 
統的特性得到眞正終點場的分佈.方程 （17.13) 

表明，眞正的終點場的分佈 小⑻毁 比較起 
來更加集中在那些 a 的値大的地方.這一事實從 
囫 17.8 中可以淸楚的看到，间時也是我們在以前 
的直觀的討論中所預料到的，我們需要注意，特 
殊類型的隨機干提，將僅僅影響分佈函數纠幻的 
計算，至於方程 （17.13) 所確定的炉 (4 和 0(4 

之間的關係不會因干擾的類型不同而有所改變， 



跑 17.8 


17.5 通應現境的系統 

前一節已經說明，達到一個終點場需要開關作用的次數 W 等於 1/A 這裏， 是 一個自 
行鎭定的系統那些場穩定的一般槪率，因爲我 們已經 知道對於龎大的系統來說，？?減低 
成非常小的數値，因而V就很大，比如說，假設系莸&含100個變量，39〜 1/2^, N = 2^ 
^ 10 30 . 即便我們使得閲關毎秒鐘動作十次 ，達到 終點場所需要的時間仍然要等於3 x 
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10 13 個世紀，如此長的時間完仝可以認爲是無窮大的 • 因此钙際上 S 行鎭定的系統將永 
遠達不到終點場.所以對於系統很龐大的情况，同時也 正是 S 動尋求稔定狀態的原理處 
於重耍池位的情况，我們却發現這個槪念娃不現實的 • 

爲了彌補上述的缺队我們必須使系統穩定的槪率加大.可以採取一個折衷的辧法. 
我們按照下面的方式進行設計，系統的場限制是邢些在希韹的運轉條件下欞定的場，只 
有局部和少量地方才需要開關作用來調整.換句話說，我們根擄普通的方法來設計系統 
而不採用肖行鎭定這禕原理. K 有當预先怙計會存擾亂的時候才採用新的原理和開關裝 
置.例如.我們可以根攄前面幾章討論過的原理，設計一套卩 ■(動 駕駛飛機的裝 I 伹足我 
們有一個顧盧，整套機械町能使自動駕駛裝置傳送到副翼上的信號發生錯誤，以致嬰求副 
翼向下的信號實際上產生副翼向上的運動.假設機械果具產生了這種錯誤,於是 H 動駕 
駛裝置就不能使飛機穩定，0動駕駛着的飛機道一系統也就不穩定了，飛機就要發生旋轉 
運動，伹是，如柒恰好在這一點上採用自行鎭定的原理，那末就可以消除設計者的顧虛 
了 * 當飛機旋轉超過预定値，而碰到開關邊界的時候，開關就自動地發生 作用. 适時系統 
就是包含雨個埸（一個穩定的場和一個不穩定的場）的自行鎭定的系統了，無論 ft 動駕駛 
的飛機這一系統中可能有許多個 變量雇 足開關頂多動作一次就逢到稔定* m ~ mn：K 
折衷辦法的主要看法是:並不讓每一個變#都隨機地變化.差不多所*的條件下，我們可 
以苷運轉穩定的設計，由於需耍考慮的只是那些預料可能發生的偶然事件，這樣耽大大的 
減少了關於表示系統行爲的場的選擇_因此，這是介於一般控制設計原理和自行鎭定原 
埋之間的一種折衷辦法. 

對於生物來說，不 K ) 能預先假定周圍是什麼樣的情况，所以耍想限制系統性能的場的 
選擇而增加穩定的槪率是辦不到的，阿施貝發現另一種增加穩定槪率的途徑.他對一個 
非常愎錐的，包含着很多變 fl 的系統進行觀察，結果發现某一種干擾或者運轉條件的齄更 
RE 接影響這些變量中相當少的若千個變量.這樣，假設直接受到權動的這些變3 可以 
其它變量分離開來，把他們組成一個自行鎭定的系統，那末，對於那些特殊®型的干擾，穩 
和定的槪率可以大爲增加 • 例如在道一節第一段的討論中，假設直接受 到干擾 的變最，不 
是原來的一百個，而是五個，如果開關每秒鐘動作十次，那末預料達到終點場的帀均時間 
只是 3.2 秒.這樣一來，假設⑽個變量可以分成 2 0組，每紙有五個變量，分爲形成二十 
個自行鎭定的系統，那末要求完全適應一個新的運行條件的時間總數只是加 x S . 2 = 64 
秒*輿於一個包含一百個互相有關聯的變量的自行鎭定的系說，從 3 x 1妒世紀變 
爲64秒，這的確是一個驚人的改進！ 

自然，由20個不同的系統 （每 個系統各包含五個變量）紐合而腚的一個系統，就不如 
一 個包含 100 個變景而變量之間互相有影響瓦相有關聯的系紘那樣靈活，也不會有那樣 
好的反應.但是，如果某種干擾 R 直接作用到五個變量肩爲我們可以適當地按照下擾的 
性質進行變哥的組發,使得毎一個干擾都只影響到某一個子系統的五侗變量，於是舞五個 
變量的 2 0個子系統組成的大系統和具有100個變量的系統是等價的.假設，受到千擾 
的變量是 的 和力，於是這五個變量結合而成一個具有五個變量的自行鎭定的系 
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統，如果又有一個干擾作用於變景如拆，心，如，和^，於是這玉個變 _ n 也結合成一個 
自行鎭定的系統.這種根韨運轉條件不斷地改變系統變量的組合而形成各種子系統的現 
象，阿施貝稱之爲運動狀態的兮準寧参.當點…，糾)在相空間內某一定範圍的時 
候，使方程 （17.3) 中函數 / iO^k 等於零， 就可以眞正作到運動狀態的分散. 

這時那些 W 是時間的常數函數，實際上只是其它變量的參數而已.在我們上 M 提到的洌 
子中，釾於第一個干擾來說，點 <此,如…，如)在相空間中某一個區域内，除了 i = m 
4,5以外 A 都等於 0. 對於第二個干擾來說除了 1-2,5,10,98, &9以外，其 餘的六 = 
0,很明顯，函數 A 的這稍運動狀態 K 是意味着對於各個微商^扒/忍來說存在着各種閾 
限.在實際的系統裏這嵇闔限自然是可以預料到的，因此分散的現象是不難作到的. 

阿施貝把具有分散現象的自行鎭定的系統叫做荜夢寧寧专孕年，一個趨嚓瓚境的系 
統自然具有能適應環境的性能,因爲它由 b 行鎭定的 1 子系它和有同樣多個變量 
的自行鎭定的系統不同的地方在於達到終點場的時間不一漾.適應環境的系統達到穩定 
所需的時 間比 較起來是短得多的，因此就使得自行鎭定的原理實際上能够 贳现. 而 el , — 
個適應瓚境的系統，對接連出現的干擾的反應是接連的嘗試性的變化着適應，這種系統表 
示逐步理解的過程，或者繼績適應的過程，這垦在生物中痤常可以看到的特徵.更進一 
步，因爲對於一個千擾的第二次以及以後的適應必然會改變系統的 參數. 與第一個干擾 
恆等的干擾重覆出現時，一般說來系統不再產生第一次所適應的狀態，這是眞正地運動狀 
態地分散現象，換句話說，系統狻得更“老練 M 更“聰明”了，現在它不止能够抵抗那一個主 
要的干擾,而且還能適應更多的運轉條件了. 


第十八章 

誤差的控制 

在上一章裏 t 我們已經介紹了自行鎭定的 原理： 由於打一侗簡單的裝 K ， 饵當系統處 
於不穩定的時候，這個裝跆就會改變系統的性能，使系統能够不受那些惝然的誤羌以及元 
件發生無法預料的失效现象的影響 • 因爲一個 S 行鎭定的系統能够自動地達到德定狀 
態.所以，設訃這種控制系觥的峙候，實際上，那些不穏定的運動狀態場和耶些 S 定的運動 
狀態場同樣地被引進系統屮來了 • 換句話說 ，在設 1十一個自行鎭定的系統的過稃中，我們 
並不企圖把穩定性和不穩定性區分開來，也不設法把鍩誤的運動狀態場與 K 確的運動狀 
態場加以區分，在那裏，我 們兄是 從槪率的觀點處理運動狀態的誤差，並沒冇採用其它的 
處理方法.本章中，我們將從另外一種不同的觀點討論一個複雜系統的可靠性冏®■我 
們將要故意把誤差引入系統巾，然後提出 問題: 系統應該如何設計才能使系統可以不顧誤 
差的影響而遺可以給出合適的性能.那就是，我們希望知道如何控制誤差. 

關於控制誤差的問題現在還處於發展的初期.目前還只能對邨些最簡帘的作 用關係 
討論誤差的持制，現在的理論全都是由馮•諾伊曼 ( J . von Neumann 广提 山來的 • 我們 
這一章的討論垦馮.諾伊曼工作的一個說明_這樣作的 S 的在於引入這個非常重要的駔 

0,並 IL 指出 需要茌這方面 進行更 
進一步的研究. 

18,1 用加倍的辦法改進可靠性 

根據一般的常識，用簡單的加 
倍辦法常常可以增加系統的 "T 靠栉 
度.例如，以圖 1S. 1(勾所褒示的系 
統而論，假設它有這種特性:如果它 
的運轉失效僅僅是沒有輸出而已， 
這時爲了保證系統打輓小的失玫槪 
率，我們用加倍 ft 辧法可以把时樣 
的系統並聯起來，加.假 
設原來系統失效的槪率帶於 P (: P 
是一個在零與1之問的數 H )，於 ii 
在並聯的系統巾每一個眾元失效的 

1 ) J, von Neumann, ^Probabi/istic Logics and the Synthesis of Reliable Organisms from 
Unreliable Components ”， s 是作者在美画加 1 ? 理工舉院 （California Institute of Techno¬ 
logy) 作過的 •- 蹄印 A, 出版於 l% 2 年，現已 *入下列文龙巾： “Automata Studies” Prince¬ 
ton Univc^jty Pre-s, Piinceton, N, J* (1956) (Sffl 次苁已有俄文踔木 [M])• 


Xd) 


* 



ViB) 


⑷ 



( 6 ) 


g 18.1 
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槪率也是化如果並聯而成的系統中，各個單元相互無關， A 有當每一個贤元都失效的時 
候並聯而成的系統才曾失效.並聯而成的系統失效的槪率於是就等-於浐.使倍數抑增 
加，我們就可以使得遺個槪率非常小. 

伹是，.1般說來，控制系統屮的某一個元件的失效，並不使它的輸出等於零.與上一 
段的情形相比悛，這時的失效影響會更壤些，這時系統仍然還有一個轍出，伹是這是個錯 
誤的輸出， fy 此，像談到的加倍方法，就不可能解决問題，间爲一個錯誤的號混雜在 
正確的 信號屮其結果仍然是錯誤信號.丙此，對於妨止失效說來，如果系統中耵這種失靈 
情况，並聯而成的系統欠®的槪率和單獨一個系統失靈的槪率扣等；結果，可靠性並沒有 
得到改善.所 以誤宪 的控制問題並不像最初想僦那麼簡單而婭一個比較深刻、比較困# 
的問 M . 雖然如此,以後置曾看到，加倍的原理，也即需要增加元件數0這一原理仍然是 
基本的想法.主要的叩題花於如何把這些元伴按新的方式組合起來才能有效地控制誤 
差，因爲像 m ( f >) 那樣簡單的並聯紐合並不總是有效的 t 
18.2 基本元件 

爲了分祈起來簡 m 起見，我們不來討論輸入和轍出都是連續變數的情形，我們選擇一 
個簡甩的元件作爲斟象，它的輸出和輸人只可能取兩個離散値： 0或悉1，也就是說，输入 
成者是 “開’ (激發)或者是“關 "，輸 出或者是" 開” （激發)成者是"關' 這時，元件的 特性由 
輸人和轍出的關係所决定.此後我們總是假定元件只能冇一個輸出是可以有幾個輸 
人. 這裏输 出和邢苎輸入之間也可以存一個時;帶，這裏，時滯的意義是說:輸入激發後 ，一 
定要經過一定的時間轍出才激發.所以，道樣一撺元#具有繼電器綫路的性質. 

爲了描述元件的特激，我們引入四種類型的輸入：刺激輸人；抑制輸入；恆定刺激輸 
入; 以及 _■ -類永不起怍 用的 輸入，也就是接地輸入.它們是用圖 

刺激篇入 ■■ ■ 一 

13.2 的符號表示的.這裏,用一個圓圏表示元件，輸入带在圓圏 

的左踹，輸出畫在圓圈的右端.而且在圓圈中問有一個數字 t - - 

k 的意義就是：起刺激作用的輸入的數 H 必須至少比起抑制作 |[|[——— 

用的轍入的數 H 多 k 一 1個，系統的輸出才是開.圖 18.3( a ) 


接地輪入 


所衷示的元件， A 有當輸入 a 和6都是開的時候，输出才是開， 11 
這呵以叫做叻元件.圆 w .3(&) 表示另一個元件，如蜋輸入 a ^ 18 ' 2 

和6之中有一個是開那麼它的輸出是開，這可以叫做 a + 6元#.圖 18.3(0 表示只有 
當轍人是關的時候輸出才是開的元件，可以叫做元件，如果我們考慮的輸入是表示 
^ ^ ^ 其個斷言是正確（開)還是不正確 

iz ^ Q 一^ : ~ rQ ― —(關）的條件,那末瀾 is . 3 的三個 

^ 元伴恰 好表示 布爾 ( Boole ) 代數 

ia } C， 的三個基本運算 〈這 些元件有時 

^ 310 候也叫倣基本邏輯元 件〉. 在一 

個採用二進位制的數字計算機中，這些元素是運算的基本元# . 如果計算運算中需耍記 
慌裝 S , 這種裝置讨以由圖 1 S .3 的元#經過反餃而得到，如圖 18.4 那樣.原因是這樣的: 




幼） 
區 18r3 


( C ) 
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輸入 a 激發了一次以後，不論在下一次運算中 a 是開還是關，輸入總是開的， 

對於以後的討論來說，同時用三種基本元件去處理問題有些不方便.怛屋，所有這 
三種元件實際上是一種基本元件的特殊情形*考慮圖 1 S . 5 所表示的 f 萍车件 (Scheffer 
stroke ) + 闵爲 兩條恆定刺激輸入綫是一直起作用，我們可以把他們 + i 棹,把謝弗 
元件用下面的圖表示.输出在這樣的情形下是開，如果 a 和&郡不是開，或者 I &中有 






ia/b) 


a 

b 



( a / b \ 


謝弗元件 
圖 ia.5 


—個是開，輸出就是開的*伹是如果 a 和&都開那麼輸出就是關，上一段談到的三個基 
本元件可以用謝弗元按圖 18.6 的方式構成•邮元件和 a + &元件都包含兩個由聯的 


謝弗元件；所以這兩種元件的時滯自然等於那種只包含一個謝弗元#的元件的時滯 
的兩倍.伹是因爲我們對於時滯的瞭解只在於指出輸入的作用先於輸出若干時間，時滯 
具正的大小並不重要，因此，我們把只在時滯的大小上冇差別的運算考慮作等價的運算. 
■u# 所以這三種運算全都可以用一種簡 




a + A 元素 



g 18,6 


單的謝弗元件表示， 

關於基本元#的選擇方法自然 
並不是唯一的.除了謝弗元件外還 
可以選用其它的元件.但是，我們 
選擇了謝弗元件，可以便以後的討 
論方便.我們將首先考慮用謝弗元 
件表示的一個運算中的誤差控制問 
題; 然後，由謝弗元件組成的任何複 
雜運兑也可以類似地進行設計. 

18.3 祺合方法 


利用增加元件數 H 來改善可靠性的這一個槪念，我們用 包含有 u 根褕入的了枣 
代替一個輸入.這樣一來，在單獨一個謝弗元件的系統中，對於 a 輸入棧我 
綫，寫作 h 其中 i = 1，2,…，71;對於&輸入綫也有 w 根，寫作 b 其中 i = 1,2, .' w ; 

镣出也是有 W 根的了寧珍，然後我們規定一個分數10< 5 <夂如果輸出棧束中超過 
(1 — 5) n 根綫是關），我們就認爲從整體來看輸出鱿是開(或者關）.如果輸出餞 
東中有不到如根綫是開(或者關），作爲一個整體來看就被考慮爲關<或者開 ）• 其他任何 
中間情況都當做是失靈現象. S 就是寧價乎 f , 問題在於如何利用謝弗元件組成一個系 
統，當橄入綫束中誤差的槪率一定，以 iikk 件發生失靈現象的槪率一定的時候> 可以 
使得_系統發生失靈的槪率減小， 
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作爲問題的初步處理，我們從輸入綫束 a 中取出一根綫％，從轍入綫束&中取出一根 
綫 k 把這兩根綫當做一個謝弗元件的輸入綫.系統的組成情況像圖〗 8 . 7 那樣，很明顯, 


I 東， 
枨綫 


办束 
»栈钱 


bi 

h 

bi 








tr 



bn 



椅出铥來, 
根綫 


BIS -7 

如果兩束輸入綫中差不多所有的綫都是開，那末輸出綫束屮差不多所有的綫都是關.如 
果兩朿輸人棧中差不多所有的綫都是關，那末输出綫束中差不多所有的綫都是開，這樣 
一個總的運轉狀態看起來似乎是合乎需耍的，伹是更仔細的考慮一下就貧發現實際情况 
並不是激上面所說那樣. H 爲，如果要求 m 弗元件的輸出是關，那末兩根輸入綫都必須是 
開才行.在 a 朿或者&束中發生一偭誤差將使得輸出綫束中也產生一個誤差，所以，對 
於輸出是關的情形來說在輸出綫束中產生的誤羞相當於輸入綫束中所產生的那些誤差的 
mn . 同樣，在 r 有一根輸入是關而輸出是開的情況下，轍 m 綫束中所產生的誤差和輸入 
mk 中產生的誤差招在雨根輸入綫都是關而輸出是開的情呪下，只冇兩束輸入綫束 
[^哼產生誤差那末才產生誤差;所以，轍出綫束發生誤差的情形比較轍入綫柬發生誤 
情況要少.因此，输出的誤差和輸入的誤差並不是一致，有時誤差增加 >也有時誤差 
減少，於是，就發生了誤差的分散情況.這是我們所不希望發生的情況，因爲誤差的分散 
現象曾使得輸出綫束屮激發綫的數冃在 to 根綫和 (1 一 < S)n 根綫這個區域中間，這樣一 
來就增加了系統運轉失靈的機會. 


爲了抵制誤差的分散現象，我們按照以下的方式引入系統的一個寧尽學臀，我們從圖 
13*7 所表示的哿行哮 f 中 r 執行”的意思就是整個系統的這種用謝弗 '元 \牛_表‘示的運算方 
式）取出毎然後把它分成雨根綫，於是我們得到了加根綫，然後，再把這 2 抑 
根綫排列起來，排列的次序是隨機的.相繼収出一數對的綫來，把這樣的每一對綫作爲一 
個謝滞元件的轍入，於是我們又得到包含有 n 根的一束輸出綫.這種作法用圖表示成圖 
is . 8 的樣子，如果原來的綫束中有根激發綫，那末，在統計的意義上輸出中米激發綫 
所佔的百分數是=与.輸出中激發綫所佔的百分數就是 

内=1 -al (1 B *1) 

假設問初的那些綫中激發的槪率是叫，那末，只要 W 很大，使得變換後的激發綫的槪率就 
是〜 所以這還不是一個復原機構.伹是，如果我們把這樣的兩個眾元串聯起來，那末最 
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圏 


後那些綫激發的槪率 A 可以寫成 


A 


1 — a ] = I — (1 — al ) 2 = 2 <tl — c ^ # 


( 18 . 2 ) 


由於以下的理由，可以知道串聯起來的雨個眾元是一個復原機構，圖 1 S .9 表示出〜和内 

e 間的關係，當下面關係式成立的 時候〜 等於^ 

— 2al + % = 0 ， 

或者說，％ = a,i ( V'V -1), 或苕1.所以，如果％ 

At 



在0和 1(^1： — 1) 之間， 

2 

i (n/T — 1> = 0.618034 ， 

叫就比％ 小; 如果％在^ 一 1) 和1之間，％就 

△ 


阖 u 


比％大，因此愎原機構的作用在於使得输出屮激發綫 
的槪率趨向0和1，因此,就減小了執行機構所引起的 
誤差分散現象. 

根據上面的討論的基礎，控制誤差的系統就是由包含 n 個謝弗元件的一個執行機構 
和一個復原機構組成的，復原機構是由圖18. 7 表示的兩個單元（毎個單元包栝 ft 個謝弗 


元件和一個隨機排列的裝谎)組成.所以，對於每個謝弗元#郡完全精確的情況，我們必 
須把系統擴大到包含冰個謝弗元 件， 我們看到，當給定了某個置信 水平匕 給出輸入綫 
東中產生誤差的槪率以及謝弗元件產生誤差的槪率以後，用增加元件數 U #的辦法就可 
以使系統的可靠稃度提高到我們所需要的任何程度.所以，基本上，我們還是採用了把 
元件加多的原理.伹是我們在這一節裏的分析，給出怎樣把這些元件組合起來的辧法, 
馮 • 諾伊曼把這種用許多不可靠的元件組合成一個非常可鉍的系統的特殊方法，叫作“複 
合方法”.整4固系統就稱爲“複合 系統' 


18.4 執行機構中的誤差 

現在我們來計算由謝弗元件組合起來的複合系統的誤差，具體的組合情況上一節已 
經敍述過了，現在我們來證明誤差的確受到了控制，首先③們看到/在執行楢構或教復 


ia.4 笫十八章 誤差旳控制 ^27 

原機構中，誤差的直接來源是每一個謝弗元件本身.假設每個謝弗元#發生錯誤的概率 
是 L 假定有 r 個並聯的謝弗元件，並且他們的運轉相互無關，因而系統中元#夬效的槪 
奉仍然是 s. 所以在 r 個元件中，平均冇^個會發生錯誤 > 這個數目也是 r 僴並聯起來的 
元件中，最可能發生錯誤的數自，其牯數 H 的元件發生錯誤的槪率比較小.實際上，巾 r 
個元件並聯而成的系統中，如果每個元件失效的槪率等於 h 那末> 决定有 P 個元件發生 
錯誤的槪率 Po ( p >^ r ) 這種問題是隨機採樣的古典問題.當 r 很大的時候,已經知遨 1 2 〃 

1 _1 (£_-! r>s 

p 0 (pf -— ~ - . e kw)r. (18^3) 

V27r v e(l — t)r 

所以槪率分■佈 P 0 ( p ， s ， r) 是按平均値等於 sr 而方羌鞔於 s(l — Or 的正態分佈. 

執行機構中，誤差的另外一個來源是從輸入綫束到各個謝弗元件的那些綫配蹬不當 
而產生，例如>圖 is. 7 的輸入綫束 a 屮， 如果激發綫的百分數等於 e; 輸入綫) K [中 ，如 
果激發綫的白'分數 等於心 我們希頦輸山綫朿中乜同樣百分數的抑制綫，但是如梁鬼〗 
個元件的轍入綫 A 激發了，而 W 米激發，甚至於元件的其它部 分並沒 有毛病，第 i 個元 
件的輸出仍然是激發的情形_用 C 表示執行機構的輸出棧束中激發綫所佔的百分數.於 
是轍出綫 朿屮實 際的抑制綫有 （1 一 C)、 a 淹中所苻激發後的數目等於花；> 束中 
等於忡，有效的數或者配 IH 適當的數 PI, a 柬中只是 （1 一 C)n, 其餘 [ e -0- C)ln 
根綫沒存生效.&朿中没有生效的數□迠0? — （1 一 O]^ 所以耵效的輸出綫等於 
(1 一 C ) n f 由於 a 束中激發綫配置不常 M 有 [? — (1 一 0>根幟出綫沒有生效， ft 於& 
束中激發綫配置不當而冇 [：? 一 <1 一 0]n 根輸出綫沒有生效，最後由於未激發輸入綫而 
使輸出綫沒有生效的數目是 

{1 - (1 — O — [f 一 （1 一 O] - - (I - C)]}n ^ (2 - $ - ^ - C ) n . 

因此，這一類輸出可能的有效紐合的數目是 a 


[(1 -0^1!{[?-(! — O ： [扑出 1> 一 （1 一 C)]n}\l(2-^ -JJ- 0<M 

另一方商，在輸入方面， a 輸入綫束中有 fn 根激發綫 ，（1 一 根未激發綫，這 n 根綫可 

能的組合數是 

n \ 

( T ^ yr ^ T — ? ) n ] ! ’ 

b 輸入綫束中，有忡根激發綫 ，（1 一=7> 根朱激發綫，這 n 根綫可能的紙合數是 

n \ __ 

(>)![(! - e ) w ! - ’ 

如果毎一個謝弗元件是不發生毛病的理想元件，兩束輸人中激發綫的百分數分別是 f 和 
^ 而轍出中激發綫的 百分 數等於 C 的槪率 A 可以由下而公式得到 


1 ) 可以參閱 H_ Margenau and G, M, Murphy, “The Mathematics of Physics and Chemi¬ 
stry/" p, 422* D. Van Norstrand Company* Inc,，New York, 1943 # 

2) 參看 H* Margenau and G* M* Murphy 的誊，第 4lS：^% 


_ n\ _ 二 _ 

Pl (^ Vf C ； n) = 「(1 々 ㈣ 川 ⑴ [ 卜 Of 
， 9 ’ n\ n\ 

L$n]l [(1 - Jjn]i flu ^vv^rr 
= _ [ 作 ]![<l ~ ^)7i\\l v ny\_(l — ；?KM 

( IS -4) 

很淸楚，爲了使得計算有意義，前面一段討論過的四類輸出綫不能小於零， R 要發生小於 
零的情况，槪率就等於零，也就是說，只要違背了下述條件中的任何一個的 時候， A 就等 
於零， 

1 - O 0, 

? 一 （1— :>>0， 

7 — — O 0, 

2 一 f 一卜 c >0, 

我們將要在 n 很大的假設下化簡方程（13. 4 ).當 n 很大，由斯特靈 ( Stirling ) 公式， 
階乘 （丨 厂町以用它的漸近値表示 

nl ^ ^/ 2 ne - H n n ^ % (18^6) 

利用方程 (1 S .6) 我們可以寫出 R 的近似式 ^ 




由於這些方程我們找到在 C 


0 


66 

ac 


0. 更進一步，因爲方程 （18.5 >的條件, 


ar 


緦是正數，所以 0 M 有一個零點在 C = I 一 於 是假設 w 很大，方程 （ is .7) 中的負 
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冪說明我們只需要考慮在它的零點附近的情況就够了.但晃，在0的零點 ， c = I 一^ 
dy = — I _ + 1 + 丄 + 1 _____ ^ I __^ 

^ C 2 ?( 1 — 7(1 — f ) f >? (1 — f>(i — ?( 1 一 f ) j ?( 1 — v ) 


& c = 1 一 的附近可以近似的寫成 


[C 一 <1 - 6?)] 2 


2^(1 



々） 


(18.12) 


a 是 C 的函數，當 n 很大的時候，它和方程 （18.7) 的指數比較起來是一個變化钹慢的函 
數.所以，我們可以取 a 在點 f = l _ h 的値，或者 


f(l — $)^(1 — /?)* 

因此，最後當界很大時 P :( f ， 仏 C ;4 的近似表達式是 

1 _1 [卜 

p t ($, 7} } C ； n) ^ . -:—— = 二 | , 

以 2 ?rf(l —— $ ) 37(1 — ^)71 

所以 A 也是 c 的正態分怖函數， 

當 n 很大的時候，我們來把槪率表達式坳進行修改，而得到連續的分佈函 
數评假設 W ( C;f ^ n ) dZ 表示輸出中激發綫的數 tl 在 = 
蚵 C + l /> i > 之間的槪率，於是此= l / n ， 而這個槪率就等於 rhU 所以 


(18 J 3) 


(18.14) 


W(C；^ Tf\n) = nvi ^ 


- Jbs 鵠 & i: 

^ 2 tx$( 1 — — t})/n 


(18.15) 


於是 dc 通常表示當輸入綫東中激發綫的百分數分別是 S 和〃時，輸出綫 
束中激發綫的百分數在 C 和 C + K 之問的槪率.綫束的大小由綫數 W 决定. F 是一 
個平均値是I 一 h 而方差等於— OW1 _c)/M 的高斯分佈，可以用等價的方式表 
達這個結果，寫成 


C = (I + J U 1 二印 人 1 - : V 2 y ， (18.16) 

〜 V 

其中1/表示一個隨機變量，這個變量的分怖是半均値等於 L 而方差等於1的標準高斯分 
佈.方程 （ 1S . 16 ) 表示 C 的分佈是平均値等於1 一 h 而方宪等於 ？ (1 — ? h(l — n)/n 

的高斯分佈，所以方程 （ ms ) 和方程 usae ) 表示同一個事實，徂是方程 ( is . i 6 > 用起來 
更加方便些， 

我們現花把誤差的兩種來源合在一塊考盧，把各個不完善的謝弗元#的影響加到 C 
的分佈函數方程(说16>上.和方程 （1 S .1 6) 相似，方 程 （ m 3) 可以寫成 

p = er + Ve(l — e)r (18.17) 

在執行機構中舍兩類謝弗元件.假定轍出是激發綫的個元件算 …類. 發也一個錯誤 
就會把激發棧的數目減少一個.在這一類元件中9個元#發生錯誤的槪率巾方程 (1 S .1 7 ) 
給出 


f ， 

+ -v s( 1 — s y a 


(18.18) 


此外,假定轍出是求激發的 （i 一 個元件算作另一類. 一 個錯誤將會增加一根激發轍 

出棧，這一類元件中有 /個發 生錯誤的槪率分佈是 

Q f = £( 1 — O + *^/s( l 一 ©)(1 一 C V j (18.19) 

所以 i 一0表示由於元件本身的誤差使激發輸出綫增加的數 H . 根據方程 (18-18) * 
U 8 . i 9 >, 我們得到 

〆 一 g = 2 s (盖 一 C ) 竹 + */ e(l — V)(l — O^y - / e(l - e ) c 於鉍， （18*20) 

上面方程中最後兩項是兩個按照正態分佈的隨機變量的差，我們可以證明兩個按正態分 
佈的隨機變量的差仍然是一個按照正態分怖的隨機變景， 

考慮兩個按照正態分佈的隨機變量 h 和‘它們的卒均値都是0,方差分別等於4 
和4因而 

2, = n ] 、 

1 [ (18.21) 

或者，用 Wid ) 表示 A 的槪率分佈函數，表示 A 的 M 分佈函數， 

^( Si ) = 1 e ~ K^ry , 

ai ^ J 2 n 

tf 2 v 27 T 

現在假設兩個隨機變量相互獨立，4在心與 A + 之間4在\與 h + d 化之間的聯 
合槪率是 


我們現在引入新的變量 A 和‘它們定義如下： 

X x = Zi — 

— Zi X ^9 


— - ( ^1 + A 〉， 
2 


= - {X 2 - X X ) 4 


新變畺的聯合槪率是 


I wA Xl 十 .3-) W 2 ( X2 ~ Xl ) dx, dx^ 


把這個聯合槪率從一如到⑺對々積分，我們就得到槪率 W,(x x )d^ 其中研汉:^是 
A = A _ A 的槪率分怖函數.這樣 
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W(x l} = \J ai W l 'j W 2 dx^ 


1 — r 

CJiCTn J —^ 


17 十防 ; U 




a 




~ p e 十— 

\ff n J —so ‘ i 


d ? 


. 丄 / 扣 ] 


tj 2?r a\ + c\ 


e 2 


.•V 


十 4 


々（ l/w) + (1/8^) 


5 ) 


2 


所以我們可以寫 


— Z 2 

把聯合槪率對 A 求積分，我們可以得到 


A + a \ y t 


( 18 . 22 ) 


之 1 + 之£ = ~\~ ^ (18. 23 ) 

因此兩個按正態分佈的相互獨立隨機變量，它們的和以及差仍然是桉芷態分佈的隨機變 
量，新槪率分佈函数的方差等於原來兩個隨櫟變景的方旁的和，按正態分怖而凡屯均値 
等於0的隨機變量相加或者扣減所具有的這種特性是可以預料到的，因爲它們®於正値 
和負値槪率相等. 

藉助於方程 (18 .於)的關係式，我們可以寫出方程 (1 W 0) 的結果 

q f 一 q = 加(盖 一 <*) 抑 + ^e(l — t)n y. 


令以一 ( Z )/^- AC 表示對於不完善的謝弗元#所佔的百分數 C 的修正量，我們就得到 

AC = 2 e (i - C ) 4- ( ia ,24) 

現在我們可以把方程 (18.16) 與 (18.20 結合起來，於是修 正了的 輸出綫中激發綫的百 
分數 f 是 




^ ( 1 — ???) + 26 



+ (1 — 2s) 


J 设 


— <?)??(! — r }) ^ 

n 


+ (1 B .25) 

〜 n 

方程 <1 S ,25) 的最後兩項表承兩個 按正態 分佈的隨機變量相加 • 這樣，我們也就可以用方 
稈 （18.23) 了. 所以，最後，用 f 代# 從方稃（ 〗8 . 24 )我們得到 

C = (1 -幼 )+ &(?” 」)+ y u —2 S ) 义 u — e ) di 二 O ■ 十 e ( l 二 0 . 妒’ ( i 8>2 e ) 

V 2 ; ^ 71 
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其中2/是按正態分佈的随 機變洽 ，半均値等於0而方差等於 1. 方程 <1 S . 26 ) 描述了由謝 
弗 X 件組成的衩合系統中執行機構的性汉，這個系統中轍入激發綫的分數分別是？和 
^ 輸出激發綫的百分数垃 G 各個謝弗元件失效的槪率等於 L 

1 S .5 複合系統的誤差 

分析了巾謝弗元件詛成的複侖系統中執行機構的性質以後，我們進行其它的計兑就 
丼常容易了，復原機梆的毎 1 個眾元（圖際上等惯於一個執行機構.對於復®機 
構的第固單元，轍入綫是把執行機構的輸出綫分開而成的*所以我們可以 U / fj 同一個 
百分數 / I 代轉雨個不问的百分數$和〜因此，假設 M 是第一恫單元輸出激發綫的0分 
數，於是根據方程 （18.26 > ___ , 

p = (1 一 0 + 26 ( 0 —D + J (1 — 二 0+41 — e ) 汉. ( 18 . 27 ) 

與此類似，假設 V 是榎原機構中第二個單元的輸出中激發綫的 U 分數，那末 

(1 一 〆 > + 2 s (^ - + J {1 ^ 2& j V( 1 + - s ) y . ( 18 . 28 ) 


方稃 (18.27 )和( 18.2 S ) 中，第一項的形式和方稃 (m >完全一樣.附加項是巾於不完善的 


元件以及從 誤差的 統計分 佈所產 生的. 

只要給 定了乞0 t L Mnm , 我們就可以利用方程（18. 26 )到 （18. S 8) 來計算 v > 的分 
佈函數，^是謝弗元件飢成的幣個系統中輸出激發綫的百 分數.把表達式 E 復到原先的 
槪率分佈函數形式.我們可以看得比較淸楚肩如，方程 （ 13,26 >等價於 


exp 


2 


(1 一 f?;) + 2s ( ??j 一 


2 /. 




W(C)? 9 y} ； n) 


(1 一 2s 忾 （1 一 $)^(1 - w + g(i — e) 

n 






2 n 


(i — 2ey$(i - e)j?(i -^) + 6(1 -e) 


n 


只要把 C p 和 u 的聯合槪率對 C 和 P 求積分，於是我們就可以得到 v 的槪率分佈函數 
W ( v\$ f «)，也就是 

W(v^ tJ 3 ;n) = -^― . 1 ... r 

(2 穴)了 (A 一 2s ) s ^( 1 — ^ )r](l —?) + 5(1 — sj I 



dC 


(l-2e) 2 C 2 (l-O a + 5( l - e ) (1 一 2c)V(l 一 m > 2 + s (】 一 s ) 


n 


n 


exp 


2 


C — i (1 — + 2s 


“ 4 )} 


2 


(1 — 2€)^{1 一 o??(i — 々） + 1 ( 1-0 


n 
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ju - <1 — C 2 〉 + 26 { C 3 


2 



(1 -2tmi 一 0 2 + e(l — O 

n 



3 



v — \ — f?) + 2s ( M 


2 



— 3 


2 



(18*29； 


我們現在可以證明在適當的條件下 , 如果 u 增大，那末由謝弗元#組成的系統就能够 
異有合乎理想的性質.考慮一惘給定的 E 信水平心如果兩束揄入綫束中激發綫所佔的 
百分數分別用$和” 表示^ 表示輸出綫束中_激發綫所佔的百分數，要求系統具冇理想 
的性質就必須有：並且6時，有以及當並且 ^>1 —a 
時，或者當？ >1 — t 並且時 j>i 一 夂以及义並且時 ”>i 一 1 
我們假定 n 相當大， e 相當小，以至於方程 (1 S . 26 ) 到 （1 S . 2 &> 中數量級與 s 和1/相冏 
的項都可以略去不計.於是就有 

C ^ (1 — ?)?), i — ^ V ^ 1 — M 2 . 

或者當《»1， $«1 時， ^ 

I 

V 知 1 一 (2^ - 付） • (18*30) 

現在令 f = 1 - V =\-^ 並且〜這樣 f >1 一~ — L 於遙方程 

(18.30) 給出 

v ^ 2 (/ + 戶 2 ) 4 • 

因此 v = 0< 沪)' 與此類似，如果$ < t 而 p > I — A 或者$ > 1 — I c &方程 
<1 S .30> 給出 v = 1 — 0( 沪〉. 更進一步，如果 f < I 方程也給出 u = I — 0<&>, 

所以，只要 e 和 M 艮小，當《 — 的時，由謝薄元件按復合法組成的系統耽能具正得到極舞 
可靠的性質. 

當 w 很大伹並不是無窮大時，因爲要哥■算方程（1&即> 中的積分値，計算起來就非常 
麻煩.雖然積分的漸近値可以用古典的方法决定，但是在這裏我們不來進行這種計算了. 
我們將引用馮_諾伊曼所舉出過的一個例子:如果5 == 0.0 7 ,也就是綫束中至少有百分之 
九十三的激發綫就表示一個“正”的信息；至多有百分之七的激發綫耽表示一個“負”的信 
息.這時，他發現、爲了控制誤差，毎一個謝弗元件失靈的槪率 s 必須比 n . oiu 7 小.如果 
£>0.010?，整個系統失靈的槪率不可能由於 n 的增加而變得任意小 > 對於 s = o . oos ， 或 
者說失效的機會是0, 5 %的情带，馮 ■ 諾伊曼給出了表 m 的數値結果.從這個表裏可 
以看到，甚至於綫束包含了 1000根綫，可靠的性能仍然非常差.實際上，它比原來的 
£ - 還要差，但是把 n 再增加 25 倍以後，就可以得出極爲可靠的性能. 


1) 0(&)表示_個興沪同敢 S 級的铤 S . 
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對於那些木來甶謝弗元件組成的系統，前面討論過的複合法的技巧也還可以照樣應 

用.我們川加個謝弗元件代替原來系統中的每- 
個謝弗元件.像前面討論的情形那樣，整個系統 


表 18J 


-0,0 


[).005 


的誤差可以通過系統巾旮個謝弗元 件的誤 差計算 
出來.實際 h 這種計算非常麻煩.可是，饩了佔 
訃達到规定的可靠性所需耍的元件數 R 〜我 們可 
Pi 認爲整個系統等價於一恫謝弗元件，而直接用 
整個反應的結果.這稍作法將在下一節裏討論. 
18.6 一些例子 

爲了得到關於所耍求綫朿大小的一個槪念， 
我們芎慮苟 2 ，邱0個眞空管的一個計总 •機, 假設每 
—個眞空管平均 5 微秒開勐 '欠 • 我們要求機器在發生一個鉛誤以前半均工作8個小 
時.在這段時期内，眾獨 個眞空 管作; H 的次數足 



央靈的概率 

1, 麵 

2 Jx 

2,000 

2.6X10- 3 

3,000 

2*5X10-* 

5,000 

4X 10- 0 

ID, 000 

l_6x 10-扣 

20-000 

2;x 

25 P 000 

1 + 2X10^ 


8 X 3 GOO X m 1 ' = 5.76 X 10 n , 


把侮個具空管常做-.謝弗元件，考慮每一個眞空管是-個獨立的單元，於是所要求發生 
失靈的槪率是1/( 5 . 76 X 10 y ). 伹是系統裏有2 5 00個具空管，2別0個具空管中任何一 

個發生錯誤都意味着機器發生錯誤.所以考慮每個眞空昝是系統裏的一個單元，發生失 
靈的槪 率只是 釘面談到的 1/ 2 5 00 ,或者 1 / 2 ,SOO x 5.76 X 10 9 = 7 x 於是我們看 

到，這個發生失 M 的槪率等於把 2 ,n 00 榈炅盎管的系統當成 .HE 謝弗元件而得窗的槪串. 
在用複合法組成的系統中，這樹故法可以大大的簡化，關於要求的綫數抑的分析， 

如果我們假定 IS 信水平 3 以及具空赞失效的槪率和表 1 S. 1 內所給定的相同> 那末, 
根據這侗表，要達到上述的失靈槪率需要? z = 14 ? 000 ,所以,爲了使得機器像所要求的那 
樣可靠，需要複合}< 000 次，运表示要用有 3 n = 3 x 14 000 = 42 J 00 個眞空管的系統 
去代替機器中每一個眞空宵 • 原來 2 ^ 500 侗眞空管的機器現在變成 105 , 000 , 000 個眞空 
管的龐然火物，很顯然這是不實際的. 

現在討論另外一個例子，我們考處關於人類神經系統 排織 的合理的數財 K 述，神經 
系統所包含神經卽的數 H. 通常認爲娃 10 ' 诅是考硭到成受的神經末梢以及 此它 町能 
的更小的自主的單元,這個數口當然是太少了，必瑣還要大幾 0 倍才對.我們就取爲 
基本元件的數 G ，神經節在每秒鐘|£頂多能承受邪 0 次刺激.伹是每秒受到刺激的平灼 
數耍少得多，比如說毎秒 10 次_我們將要進一歩假定我們的神經系統裏發生一個錯誤就 
和當嚴: ® , mm 在人的一生中都不應常發生錯諛 . 考瘟不發生誤差的間隔是 wooo 年, 

在這段時 期內， 包括 K ) 13 個元 素的系統受到的總刺激數的數 H 是 

10 13 x 10 f 000 x 5：^6 00 () x 10 = 3.2 x 10 ' 

於是失 M 的槪率應該是 


1 /( 3.2 x 10 边 ）=12 X 10 - 36 . 
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再假定那呰基本的神經節元件有轰 1&1 敍述的性質;於是從表內推 m n = 28,000. 

但是需要修正我捫的分析：假設人類的神經系統眞正復合冰000次.那末在未復合 
的系統中基本元件的數目並 非上面 假定的 iO' 基本元件的數0將要縮減到 iaV<3 X 
S8 000)，因此，失靈的槪率應該增加: i X 28 000倍，修正後失靈的漑率是 2 .7 X itr' 於 
是表 1S.1 給出 W = 22,000 4 再重複下去，這個値將不會改變/, 

這些例子說明，控制誤左的複侖方法雖然我們可以想像對於神經系統的微小“元件” 
的情 形叫以 應用，伹是軒:現在工爇情况下，這種方法»於工稃系統的應用還是很不實際 
的.將來一侗明顯的發展方向足減小元件的體橫和功率.從這個觀點出發，半導體製成 
的品體管比起眞空管來有了互大的改進、因此複合方法將來也許能變爲 K 際可用. 3 
队， i 個研究的方向是更加深入的 分析 控制誤差的過程.對於謝弗元件，我們的基本系統 
裏，執行機構和復原機構的組織方式畢竞只是一種可能的紕織方式.很幸運地.花證明增 
加可靠性的可能性方而我們已經獲得了這一個初步的成功.當然也迓可能有另外一種把 
很多元件組合起來的辦法.利用那棟方法仍然可以產生同樣的可靠性能，而元件的數 [1 
比較少，莫爾（仉 F. Moore) 和申南” <C. E. Shannon) 曾經把繼電器當作基本元件，採 

用一種 铒複旮 法不相同的組合方法來紕成另一個 w 大”繼電器，他們證明:爲了得到一侗可 
靠的“大1電器所需要的繼電器的數0可以大大地減少，例如，在同樣的條件下用馮- 
諾伊曼的方法需要的元件數 H 足 ^()00, 可是用他們提出的新方法 R 耍100侗元件就讨 
以得到同樣的可靠性.莫爾和申南並 IL 給出達到某個規定的可靠性所至少需要的元件數 
總而言之，自動控制系統中誤差的控制問題的研究還僅僅是一個開始.對於控制工 
程師而言，關於誤差的控制問題仍然還沒有切實可用的解决方法 • 


1) E* F, Moort 1 ^ C* E. Shannon^ Reliable Circuits Using Less Reliable Belays J w Fran¬ 
klin Inst. 2 S 2 No, 'S, No. i t p. 203 , jj. 2 S 1—297 ( 1956 ), 
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